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第六章环 论 


§ 1环的局部化 

本书所说的环都是有幺元的交換环.读者请参考第三章§ 2 
关于“比域”的讨论，特别是定义 3.7 中提出了 “局部化环”的 
槪念 • 在那里，我们假定了 S 是一整环，在本节中，我们将讨论 
一 般环的情形. 

定义 6.1 设$为一环 • $的一个非空子集 D 如果适合下列 
条件： 

1) 0 e ^5 

2 ) 在 1 ，忒 26 D — ^d l • ^2 G ^ > 

则称之为一分母系. 

讨论 类似于定义3,7,我们想要定义 s / i , 这里 sGS *，4 G 

D . 自然的，就像从整数环2引出有理数域 <2的情形一样，我们 
要求 


^2^1 s i . _ ®l®t 

I ^ jj % ~* ~d^ 

I 

麻烦的问题是可能是一个零因子，即有 s ^ o , 但 d =： 
0. 则我们不免得出下面的自相矛盾的 算式： 



解决之道，是通^商环的步骤，消除这个 难点. 请见下定理 # 
定理 6.1 令匕为环$的一个分母系 • 又令 

/ = { s ： S ,存在一个 d £ D t 使 sd = o }« 

则有 


1) /是 S 的 一 个理想> 



2 ) 令 a : 没一 57 /为典型映射，则 Or ( D ) 是没//的一个分母 
系，而且，如果 aOcrOO = 0 ，必有 or ( s )= o ， 此处 
证明 1 ) 如果 Sn & G /, 则有使 

^ 1^1 = 0 > ^ 2^2 = 0 • 

R 然立得 

(汶 1 i = 0， 

(s — s = s • 0 = 0^ V s € 'S*. 

于是 / 是理想 # 

2) 显然，= cr (^ 1 ^ 2 ) G ° r (^) 9 又如果 0 = <7(4) 

■ 

6cr ( D ), 立得 del , 即存在，使 0 = dd , eD m 这与 D 的 
性质不合，所以 oea ( D ). 因此 or ( D ) 是一个分母系， 

现设 <7000 = 0 ，则 CT ( s<0 = o , 即故必存在 
< 0 ，使 si ^ dd ^) = ( sd^di = 0 • 立得 $€ /，即 cr ( s ) = 0 » I 

讨论从上面的定理，我们知道：给定一个分母系 D 以后， 
我们从环$转移到环 5*// 来考虑，则 <KD) 中沒有零因子.因此， 
零因子所产生的难点也即消失. 

定义 6 . 2 设$是环， D 是分母系.令如定理 6 . 1 所 
设，又令以=$厂，^ = cr ( D ) # 则我们定义 S 对 £) 的局部化环 
为下面的集合 

■ 

、 、： s ， D . = 

及其运算规则 

«1 + Si^ S Wi+ S Wl 
d{ ^2 一 ^ Wl ^ , 

M _ S; 一 Msi MMji 

d \ • 

又如果 V = ： (T(S), d f 则定义 



讨论 1) 如果茂为整环，则定义 6.2 与定义 3. 7 相同, 

2) 对于分母系的规定，我们也可以取消的限制•自 
然，如果时， 5^=0. 

例 1令汉 = D = {(n ， 0 ) : 则显然 D 是一个 

分母系，此时，不难看出 

,/ = {(0,m )： m^Z}, 

1 

S/It=s^Z 9 cr(D) = {n: n^ ： 0} # 

于是，我们得出 Sd «Q. I 

我们任取—般可以考虑 

• I 


SI ~> ( T ( S ) h ^ 


g(s)cr(i) 

cr{d) 


这样把$的元素认同为的元素例如，在例1 

中，把元素 (n,m> 认同为 n/l =n. 显然，这个认同映射不是单射. 

在下面的讨论中，我们将证明，环的局部化法与取商环法， 
是可以交換的 • 

定理 8,2设 S 是环，刃是分母系， / 是 S 的理想， Df]J = 
〆 • 令是认同映射.再令尸=^(/)*&，即尸是/的元 
素在认同映射下的象所生成的理想.又令开：是典型映 
射.则6有 

冗（&) *( D 产 《 d /尸 • 

证明我们先耍说明上面的式子是有意义的.換句话 k, 
jr(£)> 是; r(S ) 的分母系.事实上，因为 D 0/ = 〆 ， 自然0? 

; r ( Z )), 又有 兀(4〉 = € WD ) ( V D )， 所以 

k (D) 是一个分 母系. • 

我们定义一个映射 a 如下， 

a: ^( S ) g(D) ^S D /V f 


徽十， • 



请读者自行证明，这确实是个单满映射，故为同构，丨 

我们常见的局部化环，是取 D = 5\ p , 此处 p 是 S 的一个素 
理想，请注意，按照素理想的定义，我们有 

或办 € P ， 

也即 办 6 P =>心 6 P , 

D 9 D — =~^ ab € D , 

因此 ， D =《\ P 确是一个分 母系. 

符号设 D = ( S \ P ， P 是素理想，则我们用$，表示 S D . 又设 

S 1 , 是认同映射，则我们用表示 r (/) A, 即由 
r (/) 生成的理想. 

例2令 p = ( x ~ a f t /^ b ) 9 则有 


S 




争 


不难看出，即是在点 6) 有定义的有理函数的集合. 

又令只 = {(/W ,沒00) ： f f Q € S 9 /(0) = fir ( O )} ,即定义在九 

轴及 V 轴上的多项式组(任何一组中的两个多项式在原点取値相 
等)的集合.令《? = {(#00， < ^00)},则有 


M (黑微 他 s _ 魯错 9. 


不难看出，即是在原点有定义的％轴及 y 轴上的有理函数组 
(每组中的两个有理函数在原 点取値 相等)的集合， 

定义 6. 3设环$中只有唯一的极大理想 m ， 则称 S 为局部 

环. 

讨论定理 3.23 中已经证明，在任意环$中必有一极大理 
想.在局部环的定义中，我们强调只有唯一的极大理想. 

定理 6.3 1) 环 5 是局部环令今 / = {«€& s 非可逆元}是一 

个理想 • 于是/是$的唯一的极大理想多 

2) 设 P 是环5•的素理想，则是 A 的唯一的极大 理想. 




于是 A 是局部环. 

证明 1) =今.令 m 是 5* 的极大理想，则显然 m = A 
令=.任取理想/年 S 1 , 显然有 Jc /. 于是/是 S 的唯一 
的极大理想 • 

2) 令其中 Jep . 显然 

I 

< _ > s ^ P # 

o 

■ 

所以 s / d 为可逆元当且仅当 S 6 P , 也即 s / d 为非可逆元当且仅当 
KP . 于是，是 A 中的所有非可逆元的集合，它显然是心的 
一个理想.由 1), 即知 2) 成立 .■ 

例3 .—般言之，任取环没的一个分母系则 < S 对公的局 
部化环不一定是局部环.最筒单的例子，令£>={1},则= 
S 9 显然不一定是局部环 • 

现在我们取一个 实例. 令没=口[>4], p = (^-^). 请注意 

y-w = 0 定义一条抛物线'我们考虑 S ,， 不难看出 

、 

M 装昏:心 2 )年 0:. 

«• 

此时，分母 0(^0 不在抛物线 J/-W = 0上恒等于零.然而，在 
抛物线的个别点上， P 0 c , y ) 可以是零，例如， y 即可以当作分 
母，而此多项式 y 徉原点 (0,0) 等于零.自然， （0,0) 是抛物线上 
的一点 ，I 

値得我们注意的是 S 的理想在局部化后的变动情形，即在 

中生成的理想 如何， 我们有下面的定理. 

定理 6.4 1) 设6是环 s 的分母系，/是$的理想.则 

fS D = S D ^=^J 

-P 

2) 设 P 及/是5•的素理想， / cp . 则下面的映射是由5中 
含于 P 的素理想集合到 A 的素理想集合的单满映射： 
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证明 1) 令 t : 没是认同映射 • 已知 

所以有 

1 = S T ^ a ^ T (^) = s i ^^9 a *， fl €/， 


即 r ( fl ) = t (. d) f a - J 0 ker ( r ) # 

于是存在以 eD , 使 (fl -幻以 =0. 立得 JBad ' = dd ， eD . 

^=. 显然 • 

2) 任取 / 为 A 的素理想•令 

7 = {fl ： a^S ， aS 9 cz / }. 

则 / 显然是 $ 的一个理想，以及又任取厂，则 ae 
J , 以及 于是 f =IS “ 又设劢 e /, 则 
a M，cI • 用/是素理想这个条件，立得 aS , c : J 或 bS , c=J , 

即 ae / 或 & e 八所以/是5的一个素理想.这样，我们证明了映 
射是满射. 

现在我们假设及，=尸5,, / 与尸都 是含于 P 的素理想，求 
证/=尸.任取 ae 人则有 a / ie /没， =尸5；.所以有 


~ = 2 a ， t ~2~ = 'J 9 a ’i， a ’ 泛 I ’， s i 

也即 ad - a f 0 ker ( r ) # 

于是，存在 f 百 P , 使 (d - V )f = 0 e 但， c:p , 所以 d ' 荩尸 ， 

而尸为素理想，立得 

ad — a f , a ^^ ： J , y G / / # 

因此 / c /\ 同法可证尸 c :/, 即得 / = //• 故映射是单 

射 • I 

例4对一般分母系乃而言， / h / Sd 不一定是 单射. 例如， 
取 S = Z ㊉ D = {(2 n ,0): n 年 0}. 则不难看出 



2 n 


: m,n0Z, n 年 0 



9 



以及 (0) S D = ({0 } ㊉ 其中 (0> 表示5 •中的零理想. 显然 
{0 } ㊉ 2是没的一个非零理想 • | 

任给一环$及两个非零因子心之则显然&也为非零因子. 
所以，所有的非零因子的集合是一个分母系此时， S D 祢为 
$的全比环.不难看出，当 &是整 环时，&的全比环即是 没的比 
域. 


习 齄 

1. 证明局部化环可定义如下：设 A 是环，没是 A 的乘法封 
闭 子集. 一个环 X 称为 A 关于 <9的局部化环，如果存在一个环映 
射 /•• 乂# X ,使得对任一环映射5: A -^ B , 只要 〆 3>在丑中 
可逆 （ Vse $), 必存在唯一的环映射 LX — 使得下面的 
图表交換： 



2. 设及是环，没是及的乘法封闭子集 • 如果对尺的每个素 


理想 P 而言, 


snv^0 9 


问零是否一定在改中？ 

3. 求 Z / wZ 的全比环, 

4. 设 A 是主理想整环, 

5. 设及是唯一分解环, 

6. 设$是一个局部环, 


其中 m £ Z . 

证明局部化环 Rd 也是主理想整环. 
证明只1>也是唯一分解环. 

，是及的眞 理想. 证明只//仍是局 


部环 • 


7 * 证明凡 [[ y i ，太2 ，••’ 〆 》!]] 是一个局部环，这里凡是一个 

域. 

8. 证明在零点附近的复解析函数集 C {{ x }} 是一个局部环. 

9. 证明之是一个局部环，其中 p 为素数， neN ^ 

10. 令及 = Z /(60), P = 2 R . 求心的基数. 

11. 设及是整环 • 证明及=(1及》,此式右端的交集是对及 
的所有极大理想 m 而言的. 

12. 设 Zc ：/? (二 Q , 是一个局部环•证明及⑴或0, 

此处 p 是一个素数 # 

13. 设艽是域， iC [ x ] ci 2 cJr ( x ), 及是局部环 • 证明及= 
K [<] d ⑻) 或兀00，此处/00是 K £ x 2 中一个不可约多项式. 

*h 

■ 

§ 2整数扩充 

我们考虑 ZczQ •任意有理数 cteQ , 都适合下面形式的整系 
数方程式 

nx - m = Ot n r m ^： Z 9 ( n , m ) = 1. 

而且 

a 6 / ^=#-n = 1. 

又，我们熟悉的 v / ieQ 的一个古典证法如下：首先， v / Y 适合 
下式： ' 

JC 2 - 2 = 0 , 

然后再应用下面的定理. 

定理 6. 5设 a 为有 理数. 如果 a 适合下面的整系数首一多 

项式 

x n + a i x 9 ~^ 1 + ... + a n = o , ix^Zy 

则 a 必为 整数. 

证明令 a = m / i 为旣约分数，即 ( m ,(0= 1. 代入上式化 
筒，则得 


m* = d(^ — d^tti n ••• — 

即有 Am ■，所以《=±1•于是 Gt = m /( ieZ . I 

从定理 6.5, 我们知道，如果 v / Y 是有理数，则必是整数 • 

M 

显然汐 -2= 0沒有整数根，因此 v / T 必非有理数 • 

类似于上面对整数的刻划方法，我们给出下面的定义 • 

定义 6.4 给定两环及=只.设如果 r 适合下面的首 
一 方程式 fwesixy , 

/(jf) =x* +a 1 x n ~ l + ••• +a n = 0 9 

则称 r 对$为整数相 关的. 

与定理 6.5 完全一样，我们可以证明下面的定理 • 

定理 6.7 设 没是唯 一分解整环，凡是&的 比域. 如果 
^€尺对5•为整数相关的，则 r 必在 汉中， 

证明读者自证之 • I 

例5取 C [ x , l / x ] 二 > q >]. 则 1 / X 不是对 CO ] 整数相关的. 
我们可以把 CDM / JO 表示成从几何观点来 
看， X 梦-1= 0当 X ：= 0时无解，即双曲线 xy - l = 0上不存在 
任何一点，它向^轴的投影为原点.这恰是 y = i / x 对 C [>] 非整 

数相关的几何意义，一般来说，如果 y 适合下面的方程式 

a 0 OOf +••• + a n (x) = 0 9 

而其中七00不是#常数，则叫00 = 0所决定的 x 点上， V 的解 
数将少于 n . 因此，^所适合的方程式是否是首一的，有很大的 
几何意义 ，I 

我们要仿照域论中对代数相关的硏究来处理坏论中的整数相 
关.在域论中，我们应用向量空间的理论，在环论中，我们要采 
用模 论了. 

k 

定理 6.6 给定两环&=/?， reR , 则下列条件是等同的： 

1) r 对 S 是整数相关的> ， 

2) 《[>]是有限5 模, 

- 3) 存在一个有限5•模 MciV 使 ieM ， rM <~ M m 



证明 l ) as »> 2 )• 设 r 适合 r * . fl〆 - 1 +••• 0 •则 

有 

r* = - ■ 一 1 -… -a u3 

r " +1 = - flj ■ — … 一 a n r 

=- (- a x r n ^ 1 - - a n ) - 1 - ••• * a ft r 

rr 公 1 +•••+&!!， 办 1 , … ，办 H ^ ^9 

等等 • 不难看出， r *, r， +1 ,."eS • 1 +夕 • r + … +5* • r "- 1 ， 于是 
{1 ,r , …〆 — G 是 S [ r ] 的有限生成元集，即 SO ] 是有限 S 模. 

2) = s ^3)« 令即可 • 

3) =»1).设 { m : ，…,是 M 的有限生成元集，按照条 
件 3) ,我们得出 

rmj = a u m | + + a ln m tt , 

. ^ ues , 

rtn n = a nl m x + +■ a nn m n9 

应用初等线性代数的 Cramer 法则，立得 

r _ fl u — … " a in 

— dm t T — flo® ••* — fl«n A •• 1 

11 22 zn • = 0 , 1 = 1, 

"* a ni — a na … r "* a nn ^ 

将上式左端的“特征行列式”展开成 

. ■ 

/(0 = + otjr* - 1 + ••• + a n (otj ^ 5), 

则有 

/( r ) • m ~ 0 f V 

取 m = i , 即有 /( r )=0 •所以 r ■是对 5 •整数相关的 • I 
应用上面的定理，我们可以证明： 

走理 6. 7给定两环及= 尺 则 i ? 中所有对 S 为整数相关的元 
素构成一环此环&具有如下性质*如果 re 只对&为整数 
相关的，则必有以称为没在及中的轚数闭包 • 

证明任取 re 及对 S 为聱数相关的，再任取 0( r ) e 5 tr；U 

JO 






在上面的定理中，令 M = 则显然有 ieM 及 

所以 WO 对 s 是整数相 关的. 我们证明了 

任取显然， 『2是对 S [ r i ] 为整数相关的 * 于是 

^> u r 2 ] = 奸 rJh ] 

是有限5 ( |> 1 ]模*而 5 TrJ 又是有限 S 模，不难得出 5 t ri ， r 2 ] 是有 
限没模.任取 令应 用定理 
6 .6,立得办(~,~)对5是整数相关的 • 所以因 
此，&当然是一环 • 

我们又取对&是整数相关的.设: r 适合下式, 

r" +s\r n ~ 1 + "• + 之 = o , s\€S ’ ， 

则是有限 玎七 … 〆 •:] 模. 不难看出， S \： s \ t ^, 
<] 是有限 汉模， 于是， … 〆 B ， r ] 是有限次模.因此， r 是 
对$整数相关的，也即 | 

为了眉目淸哳起见，我们给出下面的定义. 

定义6,5设环没的全比环是只 • 如果没在/?中的整数闭包 
就是没 自身，则称 S 是通数封 闭的， 

讨论参考定理 6. 5\任意一唯一分解整环都是整数封闭的, 
例如，任取一域尺，则多项式环兀 [ A 是整数封闭的； | 
我们有下面的重要定理， 

定理 6.8( 诺镰正規化定理）设 A ： 是域 ， R 
是一个整环，此处 Q ，…, r m 不一定是变数 • 则必存在变数 
…， &€只，使得及的任意元素 r 都是对 S = K [ x u •••,&] 整数 
相关的 * 

证明（永 田雅宜 证法）取变数夕1,"，•定义下面的环映 
射 

<7 ： A [j/, ,, y m ] [r 4 ,..., r TO ], 

如果 ker ( a ) = ( 0 ), 则 KOi ,•••，〜]»[[>* Wj , 也即 r " 

m 是变数 • 此时我们令力=^<,沒=及即可 • 以下，我们假 
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设 ker(<7)：^(0). 任取 /(义 ，…， y m ) eker(cr), /(义 ，…， y m ) 

乓 0, 读者不难看出(请补足之)，适当选取正整数 

0《 W 〈… 《 I ， 

可以用下面的变数代換 

艺1 =夕1， 

之2 = 夕2 一夕 I 2 = ~ ^ 1 2 ) 


2 m " Vm 一夕 1 =夕 m 一 2 i m ， 

使得 

/Oi’2 2 + 艺; 2 ，“ •，〜 +々’） 

= fl 0 ^j ，怎 m) 之 I— 1 + •“ +a i( 2 2,”_ r z rn) t 

其中 〜芒尺‘， ^0. 至此，再相应地令 

r I = r l > 

r ; ~ Tj - rj 2 = ^*2 一（厂；）’2， 


r , m = r m - r[ m = r m ^( r \) l m 9 

不难看 W ， A ：[ r 1 ,“.， r m ]=7 C [ r ;,"., ri ], 以及 

^ o ( r / 1 ) / +七(" 2 ，…， OdV — 1 + … + a z ( r , 2 ,..., r ^) = 0. 

所以 M 对 / C [ r ^， …， r ;,] 是整数相 关的， 于是，我们可以用 

… 〆 i ] 代替上面的 / Ch ，…, r m ]， 然后再重新 讨论. 如此 
逐步作下去，即得本定理， | 

例6考虑例 5 ， C[x + (1/幻]匚(：1>，1/幻适合定理6.8的要 
求，即 C [ x , l / x ] 中任 意元素 都是对 C[；r + ( l / x )] 整数相关的，而 
。1>]〔0|>,1/<]与0[1/<](=0：[>,1/幻都不适合定理6.8的要求. 
从几何观点看来，就是说，从双曲线= 0向^轴或 y 轴投 
影，都不适当，如果向直线0投影，则有某种正则性(即 
对于直线* + V = 0上任一点 P ， 都有双曲线 a - 1 = 0上的两个 

点投影到 P 上 ).其代数观点上的含意，请见下定理 • 

定理 6.9( Cohen 及 Seidenberg 上升定理）设有两环 SaR, 
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而且只的元素 都对没 整数相 关. 那么，任取素理想 pel 必有素 
理想 qcz 尽使 

证明我们先处理 5* 是局部环， P 是它的唯一极大理想的情 
形.此时，任取只的一个极火理想 Q ， 自然，是素理想•令 

V- 

= qfl ^. 我们有下图 * 

R — > R/q 

U U 

s — > 57〆 

匮然，域及#的元素对 &/ P 都是整数相关的*下面的引理将证 
明 s / p f 也是域 • 因此 〆 是一个极大理想， 即有 〆 = P * 

在一般情聆下，令 考虑心 及及 D . 此时，任取 
r/d e R D9 设 r 适合 下式： 

r n +a t r n - x + ••• = 0 , ^ 6 夕， 

则有 

/ r \ n a x ( r \ 卜 1 a n 

\~ d ) + t(t) + ". + 7=o ， 

即 r / d 对 4 为整数相关的 • 请注意心而且 L 是局部 
环， pSu 是它的唯一极大理想•因此，应用上半部的证明，我们 
有只 D 的素理想 <只 P ， 使 f 参考下图 

R - --> R D 

U U 

s s D 


令则有 

q n 《=广 1 (v 只 d > n 公=广 1 (v ^ n 心） 

引理 设及是二整环，及的元素对&都是整数相关的. 

则汉 是域令今尺 是域* 

证明==^.域论 • 
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毫 


4= m 柱取 ae 左 ， a 0 • 则 ae 左， l/a^k 0 令 l/fl 逵奋 

下式： 

⑸’ + 0” '…+、 = 0 ， b i ^ S ^ 

I 

乘以 a- 1 , 立得 

1 

- = _ 厶1 一 — ••• _ t n a*^ 1 0 S m 

即 5 的任意非零元素都是可 逆的. 因此$暴域 • I 

讨论 1) 这个引理也是定理 6. 9的 特例： 任取 S 的一个极大 
理想 p, 则必有只的一个素理想 (?， 使 p=£?n 久如果及是域， 
则它的唯一的素理想 q = (o ). 因此 P = ( o ) ns =( o >. 从这点我 
们易于推知汉是域 • 

2) 回过头来，我们再看定理 6.8. 在 n 维空间中任取一点 

■ 

(&,•••,«„), 它对应于素理想 

(巧 - q ,jc 2 _ a 2 ，…， x B - = /C IX , ••• ,x tt ] • 

于是必存在一素理想 

几何的术语来说， qfl5 •即 是向 n 维空间的投影 # 但是 q 相应于 

j 

什么呢？在下一节中，我们将说明， q 相应于儿何学中的点，综 
上所述，定理 6. 8 是说： 给定了一个相应于 A 的“代数多样体” 
V , 我们可以找到一个 n 维空间 A«， 使从V到 A » 的投影是满 

I 

射.进而言之,它不仅是满射，还冇其它的优良性质.详情见后. 

•* 

3) 在定理 6. 9的条件下，如果有两个素理想 ACP2CIA 及 
素理想 <UC ：/2, 使自然57〜〔及/%同样适合定理6,9 
的条件.于是，存在不难看出，素 
理如适合1<=如及0 2 门5 ( =^ 2 ,这可用下式表示： 

i?：DC| 2 ：Dth, 

r 

u = Pi > Qin ^ = • 

SZ ) P 2 ^ V l9 

我们很容易把上面的讨论推广到 S 的一个索理想链 P »3 Pn -| 
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的素理想情形，根据定理 6.9, 必 
存在素理想<?, ( » = 1,…, n ), 适合下式 

^ Dq n =>"： D ( h , 

U q i r |5 , = Pi . 

I 

我们将在环的“维数论”中，详细说明这个现象， 

习 題 

1. 证明定理 6. 5、 

2. 设$为整环，只是5 1 在它的比域 K 中的整数闭包.令 

C ={ a ： aeS 9 aRczS } 9 

称 C 为5 的导子理想 ( conductor ). 证明 C 是5的理想，也是只 

p 

的理想，幷且 C 是同时为 S 及的理想中的最 大者. 

3. 求 Z 在 p - adic 域 Q p * 的整数闭包， 

4. 令及求只在其比域中的 

整数闭包， 

5. 令及 [龙幻 • 求尺在其比域 

中的整数闭包. 

6. 八 X 2 +3) 是否整数封闭？ ZM /( x 2 +5) 呢？ 

7. 设有环如果 B \ A 是丑的乘法封闭子集，证明 A 
在 B 中整数封闭. 

8. 设整环只是整数封闭的，证明它的局部化环 i ? D 也是整 
数封闭的， 

9. 设整环 A 是整数封闭的，证明及 O ] 也是整数封闭的. 

10. 设 A 是整数封闭的整环，凡是 A 的比域， L / A ： 是有限 

伽罗瓦扩张 • 设丑是 A 在 i 中的整数闭包，证明 

(1) cr( t B') = B , y a^GiL/K) t 

(2) A ={b ： beB, a(b)=b, ^ a^ ： G( K L/K)} m 

1 U 埤有两个环只 cr 如果对于 r 的每个素理想 P ，恒有 

' * ► S 


7 yp 对 a / adp 是整数相关的，证明了对只是整数相关的. 

12. 令 R = C ： x t y f z ]- xy ) = C [ x ，^, 2] r»C [ x , j /] = 

验证 

( oc , j /) Z )( x + y 2 )=>(0) 

是 S 的素理想链 • 试把这个链上升成 i ? 的素理想链. 

13. 令只 = C [ x , iO /( 邛 -1) •求 C [怎]匚尽 使得 R 对 C [ z ] 

是整数相关的.参考定理 6. 8及例6,考虑其几何意义. 

§3零点定理 

代数学的一个大问题是解多 项式. 在第五章的域论中，我们 
花了很多时间，考虑一个一元多项式的解，由此得出许多代数扩 
域的性质*推广来说，我们要求解下面的可能是无限多个方程联 
立的方程组： 

0, i = 1,2 ，…， 

其中 / i 都是多项式.我们先3?确定它们有沒有公解.令 
J = (/ i (^ i ,- , x n ) ，/ 2 (^,- , x „) ,…）为它们生成的 理想， 则显然 
有 

没 （ A ，…，％) = 0， Wh , … 〆 „)云/ 

…， a »>=0， Vi . 

于是，求一组多项式的公解的问题，可化为求一个理想中的所有 
多项式的公解的问题. 

现在我们给定一个理想 IC ： K [ x ir - f x n ] 9 此处 K 是一个域, 

如果 let 则下面的方程 、 

1 = 0 

* 

无解.我们有下面的定理， 

定理 6.10( 希尔伯特零点定理的》式）设 K 是一个代数封闭 
域，^是多项式环 ，… ， ft ] 的一个理想 • 则有 

1 ) 7是极大理想合今/ = ( X 广•“， - fl n ) ，其 


V 



中 a «6^ (t-1,2,*^,n)| 

2 ) ie /令令/无公解. 


证明 1) 



取下面的映射 A 


JC[x 


藝•暑 


X n 1 f 


or (/(〜••• ,»«)) = /( fl i ，…， a n ) 


M 然， o * 是满射，及 ker ( or ) = (々-〜，“•，〜-〜）• 而 iC 是域， 

故 — … 〆 i »-〜) 是极大理想 • 

•令 A "[5 j , ― , « tt ] = Klx t f ,x n 2 /I, 则尺 Oi ， …， i n ] 是 


域*应用诺德正规化定理，存在变数力，…,^^，使 

[[®l ， **• ， ••* dm ]， 

且 •••,&] 的元素对凡，…, iSJ 都是整数相 关的. 应用上 
一节的引理，已知尺[、…,^]是域，所以尺 [A ，…, ^]也必然 
是域 • 然而叫:义 ，… dm] 又是多元多项式整环，通常不是域，除 
非沒有任何变数存在•故 

似 , •••,〜]=A 

于是… J «] 是 K 的整数扩充，因此必是代数扩充 • 又已知 
咒是代数封闭域，立得 

龙1, •” ，龙 《] = ^. 


令 

■ 

则有即（尤 1— 七， … ，〜-又前面已证出 
( Xj - fl ! ，…, x tt - a tt ) 是极大理想，故有 =/. 
2) =». 显然 • 

<==. 设16了，取一极大理想从〕 八 根据1)， 

M = (^! - flj , ... , x n - a n ) Z )/. 


令 cr 为下面的映射： 

0 : A ：[ w tt ]4 A ", 

0(/( 尤1，•••，〜)）~ / C^i t **" 

则 ker(cr)=Af 二 ) J ， 即 
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，“•，欠》〉〉 ®/(〜，“*， d ft 〉= 0 ， V /^ 

于是， （七，…，〜) 即是 / 的一个公解 • I 

讨论 1) 希尔伯特零点定理建立了代数与几何的联系： 一 
方面，我们有代数学中的极大理想，另一方面，我们有几何学中 
的点这个定理吿诉我們，下面的对应 

(尤 1 - A ,… ,3C tt - flXh ， •_• ,«»), 

当域 K 是代数封闭域时，是从多项式环 JC[x, , ... ，心] 的极大理想 
的集合到4"中的点的集合的一个单满映射， 

2) 是代数封闭域”的条件显然是必要的.例如，我们 
取 iC = U ， 则 (0+1) 是的一个极大理想，可是幷不形如 

3) 1是否属于/，这幷不是一个一目了然的问题/可能要 
牵涉到繁复的计算才能决定，丨 

在解多项式方程组 /Kh, …〆 n > = 0 (:‘ = 1，2, …） 时，或求 
—个理想 /ClAIx, ，…， x ft ] 的公解时，：我们常碰到另一个问题 • 
例如，令 i = (^?)>则显然 ， a i = = 0. 換句话说， （M) 

与 O) 的公解是相同的，为了进一步去繁入简，我们引入下面的 
定义. 

定义设 J 是环 S 的一个 理想. 我们定义/的根理想为 
x / T ={ a ： aeS f 存在某个正整数 n， 使 

讨论 1) 易见 v/T 是一个包含 J 的理想 • 而且我们有 

(a) v/W = v/T(V = v/T 0 v/7^, 

( b ) v /7 T = x / T ; 

( c ) s/TV} = x /^ TlVT . 

事实上，设 a ， 则存在正整数 n,〃i , 使 b m el . 
于足 

(a + &) fl + m = 2( \ a t b m+n - i m 

卜 0 、 1 f 
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ft 然，在上式中，午是無见 

( a + We ，， 

即由此，读者不难论证 〆 了是包含 J 的一+逢杈; 

下面我们证明上面给出的兰个公式 • 

00 —般 t 之,我们恒有(读者自 证之〉 

/ ‘ / c 7 f|/(zA 

不今樽出二 v/rT7cviTT7o/ 了 n>/X 瑰在，我们任取峰 

v/Tpv /7, 则 we/, 所以 we /* /,故 aev/H7. 
这就是说 \/了(1/ 7(=^/777, 所以 (a) 中的三者都相等* 

(b ) 显然 • _ _ 

( C ) 显然有 J +/ Cn /7"+ n /：T , 所以立得 

s/TTj a . y / s/T ^ v ~7 . 

\ 

又有 \/7T7: dv / 了， >/n7z>v/7, 我们导出 

n/7T7= \/y/r+J^y/s/T +n/T. 

2) 设，…, x „], 则/的 公解与 V 了的公解是相同 

的•丨 

为了进一步建立代数与几何的联系，我们引入下面的定义. 
定义 6.7 1) 设/是夂 ，…〆„]中的一个 理想. 定 义/的 
代数多样体(即/的公解 )F(0 为 n 维仿射空间 /C" 的一个 子集： 

={0*1， ".,〜)： （卜〜，•••, 尤 -Or^}, 

2) 设定义 B 的理想， ( B ) 为 

^ (5) = /( 办 1, ••• 九）= 0, 

V (办 "…人 ) 6丑}. 

定理 6.11( 希尔伯特鬵点定理的强式）设 K 是代数封闭域， 
JdOi,•••'«]. 则有 

1) ，( r (/))= v / 了； 

2 ) r ： 是从{/:/二^了}到代数多样体集合的单 

满映射> 
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S ) 夕右）嫱从代數秦掸体集合到 {/!/±^了}的填 
舷映射. 

证明 i ) M 然肴 

/ ev /7=>/« ef =^/" 在少 上揎为寒 

在 fG ) 上恒为零 

_ _/ e 夕(打/)>, 

这就是说， x / 了 c ： j^(f (/))• 反过来，我 <n 任取 
令 

、 -J~ ^ • ^{^\y *•• t^nt^n + il + Cl ~ ^» + i)» 

此时有两种可能性：1百/或1€人 

在第一种情形下，应用定理 M 0 (希尔伯特零点定理的弱式）, 
存在 («1 -«1,- ,» n - a nt x n+l - a n + i )3；. 自然，（〜，•"，〜）€ 

^(0. 于是我们得到下面两个互相矛盾的式子： 

■ 

1 - 沒 （ fl i， … ， fl «) fl n + i = 0, 5( fl i ， … , a n) = 0. 

% 

所以，不可能有 l 弓人 

现在，我们知道 ie /. 于是有 

f , x n ) E ： ^ (*’ = 1,2, •••")， 

使下式成立 

- h i 

寺 . _ ， _， 

J 

1 = … ，尤 n + l)/i ( 尤 i ，“_. ，艽 n) 

i - 1 

+ (. l -9( x ir *- f x n ) x n + l ) k l + i Cx 1 ，- , X n+ ^ f 

其中 h(i = l, …, z,i + l) 均为 /COi ， …, 中的多项式 . 

旣然上式是恒等式，我们可以令代入后，有 

■ 

I 

i -1 

两边乘以 g 的适当的方幂 〆 ，得 

K 

j 

: H ' 4 

9 1 = 
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也即众 e \/ J , 所以 G )) c ： v / 

2) 及 3)'( O ) = v / 了 7(^(7( O )) =70/ 了） 

= ^ r ( / ). 所以， • F 是恒等映射，是恒等映射 • 因此， , 
f 都是单满映射 . I 

讨论-上面的定理，逢立了代数与几何的关系 • 进一步说， 
我们有下面的定理. 

定理 6. 12 设山是的理想， A ： 是代数封闭 

域，是仿射空间咒 n 的子集 • 我们恒有 
1) /c/=^(/)r ^(/)、 

I 

■ 

3) T 

4) rOnJ^^r'COUr'a). 

证明 读者自证 1),2>,3) • 根据 1), 由于 

ifUcil ， / fl / e /, 

所以 f " ru ) 二) f ( o , ^*(^ n /)3^(/>, 即有 

3 ^(/n /)33^(/> U ^*(/). 

又设 ( a ，… ， a n ) e w ) u ^(/), 则必有多项式/(心 ，… , x n > e /, 
〆 、•••,、） e /， 使 

显然，/•奸/门/，且 

(/ • 沒〉 （ fl i ，“.， a n ) = /( fl i ， … ， fl n )5( fl i ， …， 

所以(〜 ，•“ ，〜) (/门/) •丨 

例7任给一个理想/ , v /7 = ? 我们可以用定理6,11 ( 希 

尔伯特零点定理的强式）来求解答.例如， / = ( x 2 , jcy ), 先求 

■ 

，(0, 即 * 2 = o 与矽= 0 的公解 • 容易得出 y (0 = 沒轴.再求 
^ cnm . 显然， 它是( X ),于是 

I ■ 

\/T = ^(5^(0) = 
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习 艟 

1. 证明定理6,12的 1),2), 3>以及 
(1) ^0^(/))=^， 

(2) ^(^(3^(0)) =3^(0, (B))) = ^(B), 

这里/是理想，丑是仿射空间的子集 • 

2 . 设 fl 和 *> 是芒只的今想*证明 

q + 1 \/ b = -R + b = 只， 

3. 设有环映射又设( I和 b 分别是 A 和 P 的理 

想鲁证明 一 _ 

< l ) iW a ) B = v //( a)B > 

(2) r 1 ( v /7)= W 一 1 0>1. _ 

4. 设只是环， /为 只的理想 • 证明 v/ 了等于包含/的所有 

T 

素理想的交. 

5. 设凡是代数封闭域， J 是多项式乐 X l>i， x 2, …，心] 的理 
想.证明 v/ 了是包含 J 的所有极大理想的交 • 

6. 在环 Z/mZ 中求 v/ 罚7,其中 

7. 找出环 Z /100 Z 的所有幕零元和可逆元* 

8. 证明 y 祝 7 是环中所有幕零元的集合 • 

9. 令 

/ = - yz f y z - xz f z 2 - xV)c ： C[>,y ]， 

» 零 

求 rG), 
io •令 

/ = (jx 2 + xy + xy)dC[x 9 y"]^ 

<• 

求 v/ 了； 

11 , 设 /,5€C[3^ ， X 2 ， ." ， X n ]，S 

9( a i , a Zf ^ f a n ) - 0=>/( fl i， fl 2 ，… I fl n) = o. 

证明 f 的素因子都是 y 的素因子， 

12. 设 /(々,々， …， n ) 是中的不可约多项 
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式《 证明 ^'(/(々,々，“〜*«)>不能表为两个代数多样体的非平凡 
幷集 • ， 

13. 证明 乂"\{0} 不是一个代数多样体 • 

14. 令 V = f 6 C } c ： i 4*, 求， （ V ^ cCIXa , 

&]• 证明 V 不能分解成两个代数多样体的非平凡幷集. 


§4环的谱集 

在上节中，我们讨论了兀 Ob …, x n ] 的极大理想.此处 / c 是 
一个代数封闭域*我们证明了兀中的所有极大理想的 
集合与 n 维仿射空间尺"的所有点的集合之间有一个单满映射 • 
对任意的环没，定义其极大谱集为 

mspecS 1 ={ m : m 是汉的 极木理想}. 

我们可以把 mspec 5 •当成 点集，而把没当成定义在这个点集上的 
函数集 • 具体地说，就是对 、 jf €5 V memBjpec 5, 令 r : 汉 -► S/m 
为典型映射,则定义 

/(in) = :(/ 〉 e 《 /wi* 

例8令5 = 2：，则 mspecZ = {( p ): p 为素数 }• 任取; ie 
则 n 可以考虑成一个函数如下： 

, n((p)> =*= n(mod p>e ^/(p). 

当然，这个函数 n 在不同点 00 的値 〆 属于不同的域 Z 八 p > •这 
很不同于以前学过的函数 # 丨 

把5作为 mspec 5上的函数集时，如果有环映射 (7: S — R ， 
能不能自然地产生一个映射 ( J * : mspec / i -^ mspec 没呢？ 一般言 

之，要求函数间的映射与点集间的映射，存在一些自然的对应关 
系.我取一个例子 ： or : ZaQ 为 嵌人. 显然 ， mspecQ = {(0)}, 

⑻应是0^(0) = (0)〔之.但 （0> emspecZ . 所以， mspec ^ 

对映射而言，不是一个自然物*更适当的点集是 S 的索 i 普集： 

! SpecS ={p: p 是 5* 的素理想 }. 
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同样的,我们可以把 S 的元素当成定义在这个点集上的函數，方 
法如下：对/€《， P 6 Spec 5 y 令 r : 则定义 

/( p ) = r(/)e 汶 

此时，如有环映射矿:石~*^，我们定义 ' 

or •: Spec . R-^Spec S y 

a ( a ) = a -1 ( q )6 Spec S . 

在点集 Spec 5 上， 、我 们可以定义如下的 Zariski 拓扑，使 
Spec 5 成为一个拓扑 空间. 

定理 6. 13任给环 <5的理想/,令 

r (0 = { P ： PeSpecS 1 , pz > f }. 

则我们恒有： 

1) 7((1)) = 〆 ， ^((0)) = Spec ^> 

2 ) n ， (’i> = r(2 7 i)j 

3) r ' 0 i )\ jT 0 a y - r ' 0 i 4 

因此，我们令 7(0 为 Specs 的闭集，则以上三条保证了达是一 
个拓扑，称为 Zariski 拓扑 • 

证明参考定理 M 2,读者自证之 • I 
讨论特别地，当夕 = ^ Ow •“，*»]时，我们把 SpecS 的点 
(即夕的素理想） P 与它的代数多样体 F 0>) 对座起来，则 Spec 5 
的 Zariski 拓扑就给出 n 维仿射空间五”的一个拓扑（即其闭集均 
为夕的理想/的代数多样体 7*(0), 称为凡 11 的 Zariski 拓扑 • 

例9 令汉 = co ]， 则 SpecCo ]：={< o ) HJ { Of - 幻 ： a e 
C } # 它的几何’意义是(0>对应于平面 C , (*-幻对应于点〜 
Spec C [>3 的闭集是什么？我们自然有 〆 及全集合 . Spec.CIXU 
若任取一理想/年(0),(1).令 /=(/(*)> = ( nc ^ q >)， 则立 
见 - 

■ ^(/) = {(X - a t )} (J (C x ~ ^) } U U (C* ~ fl w)) » 

相当于 c 中的有限个点{七,％,…,％},这琬是所有的闭集，请 

24 


/ 



洼意，在一般拓扑下，无限集 {1,2, 是一个 闭集. 可是 

它在 Zariski 拓扑下幷不是一个闭集. ’ 

例10令汉= Z •贝 ij 

SpecZ = {(0)}U{(P)： P 为素数 }• 

m 

任取理想 ( n ) 乓 (0>,(1), 令《 = 1]>:%不难看出 

I - 1 

. 

^((n»- □{(〜)}• 

卜1 

这些有限点集，再加上〆及全集合 SpecZ , 就构成了所有的闭 

集. 

符号任绐 S pec 5* 的闭集 C, 以， (C) 表示 C 中所有素理 
想的交，即 

■ 

^(0) = P| P. 

定理 S .14 任取 SpecS * 则 { q} 的闭包为 

{q} = {P ： P 〕 q} =r(q). 

证明 M 妹闭集 =){<?}• 设另有闭窠算 (0=){ q }. 任 
取 则有 PDq ]/, 即 T ' War ' O ). 所 

以河 = r ( c »). I 

例11在例9中， { G - fl)} 是 闭集. {(0)} 不是闭集，它的 
闭包 (M)=S P bC：[>], 同理，在例10中， {(P)} 是闭集， {(0)} 
不是 闭集. 它的闭包{7研= SpecZ. 

定理 6. 15 SpecS 是一掂紧致空间.这就是说，任给 Spec5 
的一个开覆盖 UUi= SpecS, 必存在一个有限的子覆盖 • 

证明任取令 AT tt = S pec 5\ y (( fl )). 则3?时5的任 

意开集 U 必形如 

■ 

■ . , - * * 

(J * Spec = USpec ^(( a ))= ) JX at 


所以 
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• \ JU { = \ Jx , 9 

«€jl 

L 

其中 A 为 S 的一个子集 • 令 / 为 A 生成的理想，则不看出 

*■ I 

Spec 夕 = U A = (J = S P ec S \^0). 

• 6/ 

于是 f(/) = 〆 ， 也即 / = (i>, 所以存在 \ ， …, Sm es •，使 

r. 

m 

i-i 

立得 

- P 

M v - 

IJ =Spec5 f \3r((fl 1 ,.-,fl w » 

卜 l 

=Spec 5\5^((l〉）= Spec 
取出包含 a, 的开集 c/w=m ，…， 饥)，立得 

* 

[jUf^ Spec 5 ； I 

i-i 

■ # 

回到原来引出素谱集 Spec S 的讨泠 ， 设有环映射 a ； S ^ R , 

w I _ 

自然得出 c *; Spec /?— SpecS ； 我们要 证明： 

l ■ 

定理 6.16 设 or: S—R 是环映射，则 W: Spec 及 —Spec S 
是连续映射 • 

■ » 

证明任取 Spec 5 的开集 t ； = UX« ( 参考上定珥的证明)， 

则有 

da * rKU ) = \ j ^* r l c ^). 

显然，只荽证明是开集，便足够了,事实上，对于 

* 

qeSpec /2, 有 

it. 

q 5 a (a) a -1 (q) 5 a• 00 5\ 

- • ■ 

故 ( or *)- 1 #。） = Spec /2\ F ( or ( a )) 为 Spec 及中的开集 • | 

例 12 设是嵌入•換旬 fe 说，$是及&子环.不 
难看出，任取 qeSpecR , 则 
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这枏当于几何学上的 投影. 例如，取 

S = Cj：x2czCZx 9 y2/af^x). 

令 t =S (X — l , y -1)， q a = ( X - l，y + l >, 则 

从点集 与函数的关系来考虑 SpecS 与尙有一个问题： S 
中可能有幕奪元*/,即/年0,但 / n = 0. —般说来是不准许这 
样的函数出现的.补救的方法是考虑 $ 的幕零 根理想 nil rad(5), 
见下面的 定理， 

定理 6.17 1>令 

nil rad(S) = {/ :存在正整数 rt， 使 /* = 0}. 

则 nil ^^(幻甚汶的理想厂 

2) 令 / = nil r«d(S), 则 nil Md(Syj) = (()>• —般言之，如 
果 n il ra d</^ = 0, 则称 R 是约化了的.因此，以/是约化了的 

环， 

3) 令 J = nil M d(S>, or:5W5/J 是典型映射，则 

or*： Spec (^//) -►Spec S 

是同胚映射 • * 

证明 1) 设 radOS>. 则有正整数 n,m, 使得 / w = 

0, 9 m = Q . 于是， 

，:, ^1? / m + n \ 

(/+^) B+ » = 2( ■ Jf i g n ^ m ~ i =o. 

由此易知 nil raV ^ S ) 是一个 理想. 

2) 令 Senilrad(5y/), 则存在正整数 n, 使= o, 即 A"e 

4 

/• 所以肴正整数 m , 使 ( A »)"*=0. 立得 k 泛 I , S = 0. 

3 ) 任取 f ^ SpecS , f^I 9 则 /* = 0 eP . 因为 P 是素理想, 
所以 / ep * 于是|)； 3 久不难看出 0 ** 0 )//)=，，显然， or * 是一 
个同胚映射 • I 

讨论 1) 在我们讨论点集与函数的关系时，常常把 环没约 
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it * 如以 代替 义 

2) 如果我们讨论微分形式、变形#，杯及自 M 有拣赛 元_， 

v 1 J 

■ 

这是不能由约化来取消的 • I 

我们在拓扑空间的讨论中，有下面的基本槪念 • 

定义 6.8 如果拓扑空间^的闭子集 C 不能表成它的 两个眞 
ffl 了*集 C ! , C 2 的幷集，也即 ： C = C t U C 2 ~ — = Cj ^ C = C 2> 
则称 c 为不可约子集 • n 维仿射空间凡 Za 中 ki ； 拓扑 T : 的不 
可约子集称为不可约代数 多样体 • 若此代数多样体为代数曲线 * 

I 

则称为不可约代数 曲线. 

讨论取 V = C •如果我们用通常的拓扑，则 ： 

c =： -[x +1^/ 1 o} U • 

所以， 对于通 常的拓扑而言 ， c 不是不可约集 ‘ 同样地取 v = c » 
可是我们用 Zariski 拓扑，设 C = C^LJCg •由于只可能是 
或有限集，不难看出& = £：或 C 2 = C , 所以 C 对于 Zariald 

拓扑是不可约的* 

定理 6.18 设 C 为 S P ecS 的闭集 • 则 C 是不可约子集4今 
C = ^( p ), 其中 peSpecS . 此时，称 P 为 C 的一般点. 

证明设 令/二^/? 7 ,则 c = y </), 且 

/ = v / T . 我们来证明/是素理想*假若不然,则存在/，、沒专八 
但厂托八令 

% 

I + (/), ^2 = ^ + ( y )* 

I 

则不难看出 , 

/3 /j • / 2 = (^ + (/))(, + (5〉）= P + (泛〉1 + (/没〉〕’\ 


所以 卜 

TO^rOi - / 2 > = r(/ 1 )U^(^)c:^'<^> =ri ! h 

^ C 1 ^ r ' 0 i X 9 c i ^ r 02 y 9 立得 c = quc 2 . 现在我们要证明 
c x ^ c 9 (如此，则 c 是可约的，与巳知条件矛貭，也就证 

明了 /是素理想） • 因为 m 所以 /??7( n = ^，2, 

…）•设 ：十 
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办 ={/*: n = 1,2，"}， 

是理想， /=)/, = 

不难用 Zom 引理证明 jr 中存在一极大元素 4, 而且 q 是一个素 
迪想(参考定理 3.23 的述 明). 于是 qe ^, 也郎 
同样可证于是，取 ?) = / 即可. 

<=. i ^ c = r t ( p )= c l \ jc 2f 其中 

C t C 2 = ^ C / 2 ) 

显然， A 笔 p，/ 2 gp # 令 /6 Vvp ， 9 eh \ v , 则有 

pe ^( P ) = r ' 0 i ')[ jr ' 02 )^ T 0 i • / 2 ). 

于是这瘙不可能的•丨 

一般在代数学童，■我们极有兴趣的 是⑦为 诺德环的情形.为 
此，我们引入“诺德空间”的槪念. 

定义 6.9 设7为一个拓扑空间.如果任给的闭子集的链 

j #■ 

经过有限步以后，必然 峰了， ，即存在 m , 使时，必有 = 
C ”+ i ， 则称7为诺徳空阁 • 

我们有下面的定理. 


定理6门9 1) 如果 5 •是 诺德环，则 SpecS 是诺德空间, 

2) 如果 V 是诺德空间，则 V 的任意的闭子集(:可以唯一地 
分解磾互不包含的不可约子集的 幷集: 

(^c^LiAu … u6» ， c^>Cj (1’ 年 /). 

t 

证明 1) 令 L 则我们从 Spec «S 的任一闭子集的 


链 


CjZ ) C 2 Z ) —3 C n 3 


导出$中的理想链 


AcAc ： … Cf/ftC ： … 


因为汉是诺德环，所以存在 m ， 使 n>m 时，必有 / n =心 +1 ， SR 
有 C ” = T 0 n ) = ^(/ n+1 ) = C n+U 

2) 如果 C 是不可约子集，则令(： = (：• 如果 C 是可约子集， 
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则存在闭子集 C, ， c 2 ，使 

0 = 0^0 2 , C ^ C l9 €^ C t . 

如果都是不可约子集，则上式即是一个分解式.否則，不 
妨设 G 是可约子集 • 令= c „ u 如此程序可以一直作下 
去，如果始终得不到不可约子集分解式，则有 - 

这与 V 是诺德空间的条件 相违. 这样，我们证明了分解的存在 

J/L 

性 . 

以下证明分解的唯 一性， 设有 

C = C t U C 2 U ••• U u^2 U ••• UCi ， 

其中 ChC ; 均为不可约子集，且0?在(^， c \ 5> c ;. ( ㈡ : /) •我 
们有 

c l = c 1 f\c= 门 C5). 

f * 1 

Y " 1 ■ 

因为 C /是 不可约子集，所以必存在 i , 使， 

Cd 

h 

I 

■ ■ ' ■ ^ 

同法可证存在 /, 使于是 

C^czCj. 

I 

» 

所以必有 i = /, K . 依次证明，不难看出，除了^序不同 

外，此二分解是完全一样的 • I ... 、 

系设 S 是诺德环， J 是理想 , J = v / 了•则我们恒有 

螫 

n 

卜 1 

… * ■ ■ 

其中 Pi 是素理想， Pi 欠 Pi . 而且上式除了 的次序外，是由7 
唯一■确定的《 

证明令 C = f (0. 由上面的定理，存在 Spec 在中的不可 
约子集 C " 使 
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C = [ jc i9 C^Ci 0 桃 

i-1 

且此分解是唯 一的. 设 Pi 为5•的素 理想. 则立得 

c ^ j^rapo = r '( f ] p i \ 

i-1 \|_l / 

r I 

j 

于是 / =^< c )=^(^( Q P < ))= Qp l# 

易见此分解也是唯一的 • I 

例13取/0^)=#(夕-汐>.令0 = ^"((/)>,贝1] 

c= ： rCy/XF))^raxcp-x^ 

= F (00 )Uf ((y — 尤 2 )>， 

即 0 是 * = 0 (y 轴 ) 及卜 v = 0 ( 抛物线 ) 的幷集 • 令 / =v/(7) 
= ( y ( y - x 2 ))， 则有 . 

即 J 分解成两个素理的交集 .■ 

将定理 6. 19 的结论 2> 翻译成 n 维仿射空间 A： n 中的语言(参 
考定义 6. W , 即有 

定理6 «维仿射空间 K 11 中的任一代数多样体可唯一 

分解成互不包含的不可约代数多样体的幷集， 

I 

n . ^ 

习理 

4 -«. 

| L 、 

■ 

1, 设及 是环. 证明 Spec/^ 是 r 0 空间（即对 Pi,p 2 eS|)ec/J, 

Pi ^ Pty 必存在一个开集含有 h 但不含或者含有 P 4 但不含 

Pi ). * ' 

2 , 设汉 是环. 任取没，令义 a = Spec (及) \f((a >) •证 
明当 a 是幂等元(即 a* =勾时，X。是开集也是闭集. 

3. 证明 Spec5 是连通的令今5的幂等元只有 0 和 1. 

4. 证明^卩枕汶是不可约的令^/罚^是素理想. 
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5. i 正明 Spec 5 (在包含关系下的）极大的不可约子集是形 
如 f ( P ) 的闭集，这里 P 为 5* 的极小素理想. 

6. 设 Or : 是环 映射. C 7 诱导出 

a*l Spec /?->Spec 

如果 o •是满射，证明 

T 

or*(Spec R ) = 欠 ’ （ker a ), 

且 or * 是到象集的同胚映射. 

•• . 

7. 设 P 是环及的一个素理想;/:及-是认同映射./ 

诱导出 /*: Spec i? f ->Spec R 9 证明 /^(Spec 及，）等于在 Spec R 

■ 

中 P 的所有开邻域的交 • 

8. 找出 SpeoCO ] 的所有讯集. 、 

9. 找出 Spec 的所有闭集. 

1 

10. 证明 spec CO , y ] 不与 Spec C[xJxSpec C [>] 同胚.把 

对应到 Ci ， 把 C \： x f y -] 对应到 C 2 , 考虑上面结论的 

几何意义， 

11. 找出- 1) 的素谱空间的所有闭集 >: 

1 I 

12.. 设只是局部环，找出用:[ X ]]的所有极大理想* 

13. 在 CO , y ] 中将 v /( i ^ y 2 - ]) , xz 2 ) 分解成素理想的交. 

f I 1 

T 

■I ■ ' , 

I 

I 

§5 理想的分解 

在上一节中，我们讨论了在任意 i 若德空间^里，任意的闭子 
集 C 分解成不$约子集的 幷集. 相应地，在塔德环没中，如 
果理想/= 〆 了， 则 /^ flPi ， Pr 是素瑪想 c 在本节中，我们将 
讨论任意理想/的分解. 

II 

龙义 6. 10 1) 设理想/不能表成/ = f >/,， 其中 

* S * *■ 1 

■ ，-卜 : * A ' 

则称/为不可约理想, 

，■- *■ 

2) 设理想 / 苻下列性质，则称 / 为准 棄理想 v ae 
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/=> 存在正整数 rt ， 使 pel 

im l ) 如果 / 是准素理想，考虑 v / 了. 如果妫 e〆 了， 
aev " T . 则 =(心〉"*6/， d 所以即 

^ es / T . 因此我们得出 v / 了是一个素理想. 

2) 反之，如果7了是素理想，则/不一定是准素理想，例 

如，取 / = (#, 抑) crqxy ]. 不难看出， v / 了 = o ) 是素理想. 
但 xqe /， x ^ I 9 y « e jr (Vn = l ,2,-), 所以 / 不是一个准素 
理想. 、 

3) —个素理想必然是一个准素理想， 

4) 一 个素理想必然是一个不可约理想.事实上，设 P 为素 

理想 ， p = 假若八堊 p ， 取 / eL\iv 

则 /，5 eP , 但 / p € MV 2 = p . 这与 p 是素理想相违. 

5) —个准素理想/不一定是一个不可约 理想. 例如，令 

读者&证/是一个准素 理想. 可是/= (/ + a )) n (/ + 00) ,太6 
/, yeK 所以/不是一个不可约_ 想. 

引理 1) 令^是诺德环，则任意的一个理想/， 都可 以写 

It 

成， = rv *， 其中 a 是不可约滅想， 

• - 1 

. 2) 令$是诺德环，/是不约琿想，则/是准素琿想， 

■ii 明 i ) 我们应用“极大廣则”（参考定理3.尨〉.令’ 

/不能写成 YiL & 为不可 约理想 p 

假若，乓 〆 ，令/ 是义 的极: / i 3/, v 2 ^/, 
则所以 ^ \ t ^ z 可以写成 

■ 

:■ 囂 W fc 

/激=:门 /“， ’2 ^ 门 ’2“ 

t - 1 t -| 

其中都是不可约理想，我们立得 
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这是自相矛盾的结论，所以 

2) 假设/不是准素理想，则存在 aj ， 使得沾 eh «荩/， 
p ^7 (Vn = l ,2, …） • 考虑如下定义的集合： 

7 ft ={ c €< S , ： 以"6/} = /:(办 ■)• 

不难看出，八是一个理想，而且有 

■ 

/ iC ：/ 2 c - e /„ e-s 

因为 S 是诺德环，所以必存在 m ， 使时，= 我们 
先证 / = (/ + (&">) flG + 00). 显然 

Id(l + ( t m )) D( I + ( a )>. 

反之，任取 ce (/ +(^)) na + (勾），则有 

^ + d t b m = i 2 + d ^ a , A 

上式乘以由于妫 e /， 我们得 

d x b m+1 ^J=^d x ^ ： J m+l = J m ^ss^d t b n ^I 

I 

■■ ->g = ij + d x b m ^ l m 

所以 / = G +( P )) n (，+ ( a >). 又显然 f + ,+(<03 

/，于是 / 是可约理想 •丨 

上面的引理说明了，诺德环 S 的任意理想了都可以分解成 



其中/|是准素理想 • 对于这样的分解式，我们还要稍加整理： 

I 

瞻 

1) 如果/|3门6，我们可以弃去 M 2) 如果则可 

以证明/< n A ~也是一个准素理想^ 设有 abehniu « e A no , 
不妨设则办 " e 乙，^€\//7=\/77> 办故办 " + *e 
/ jfi 此时，可令 ffc = Ano ， 以取代 AfUh 
根据上面的讨论，我们可以引入 * 

n 

定义 6. 11 —个准素分解 f = fV *， 如果适合下面的条件， 

1-1 

则称为/的简略准索分解； 
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1) h V* = l 广 •，… 

；- p < 

2) s/T t ^ ： y/T i9 V i=^；. 

定理 6.20 设 s 是诺德环，则任意的理想 Z 都有一个简略准 
素分解. 

4 

证明读者自证之 • I 

例14设汉=之3«=11<、则不难看出 （《) = n ( p ^). 

反之， Z 的非零准素理想都是形如 0? P ), 此处 Pi 是素数 • 因此， 
任给 Z 的一个理想 ( n ) 年 (0), 都可以写成 

- > 

⑻ = n ( P : , )= I ]>: , )• 

所以上面的定 理在没 =之时，相当于整数的分解 定理. 可是 ，一 

般言之，筒略准素分解幷不是唯一的 • 我们试举一例说明之•今 

■ 

/ = 它定义了 y 轴及原点 (0,0)( 二重〉 • ^ 的 

筒略分解可写为: 

前一个理想00定义了 y 轴，后一个理想幼-似，内定义了一条 
斜线 （y- 似: = 0) 与 y 轴相交两次<* 2 = 0).显 _， (y - 似 〆 ） 随 

a 的値而变，所以不‘唯一的 • 请注意，⑻及= 
是唯一的.这是下面要讨论的“唯一性定理”的要义 • 
sae .2 i :设及 是环，它的一个理想，的简略准素分解为 

卜 (V “ 

卜 J ， 

令 (t = 1, ••• , n ), 则 { Pi } 是由/唯一确定的 • 

证明軚豹考虑下面的理想 

1 1 (<?) = {fl ^ SI dc 0 /} # 

1) 如果<?€/,自然得出, :(0 =A 2) —般言之，不难看出 

/：( C )=( fi /,)：( o=n (。⑻)， 

^1-1 ^ 1-1 
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v^/Tec)=v/ n Oi ：(«?)) = riv //*： (c). 

我们指出，当时，恒有 

\/ 1 ^ * (<?) = Pj # 

r 

证法如下：设即《〜 6 /|.而 故有 

所以 a 6 Pi . 反之，设 aeh ， 则<!«€&,于是 

a m c^ / f 9 a m ^ I(i (<?) ? 

s 

3 ) 当我们取。时，就有 

综上所述，在集合 { v /7 T ^ y : ce 巧中， 所有的素理想 Pr 都 
出现了，反之，设 ； 

P 6 {>//:(<?) : ^6^}» 

ft 

财根椐 2 )，必街 Pi * 我们要说明， P 必是 { P <} 中的某一 

卜1 • 、 

个，如若不然，则 P , •翠 P ( Vi _). fli 6 Pi \ P , 则有 

n a i ^ np < c = p . 

这是不可 能的. 归结来说， { Pi } 是 了： ceA 中的素理想 

' ' t ,■*■ d ■ 

的集合，因此是由/唯一确定的 . I 

上面定理中那些由 /. 唯一确定的素理想称为“ /的素理想” • 
{ Pi } 中的极小元称为/的》立棄理想，其余的称为 I 的嵌入棄理 

I 

j B 

想. 例如，在例14中，/ = ( x 2 , x ^>, Pi = ( Af ), 也 = ( U 0> Pi * 
孤立素理想， p 2 是嵌入素理想，从几何学的观点，比较容易 

P 

理解这些术语：朽相当于 y 轴， ’ p 2 相当于嵌人 y 轴 t 原点.应 
用上面的观点，在简略准素分解/ = fUr 中， 卹果 v/_t = Pi 是/ 
的孤立素理想，则称 / r 是/的《立准素分支; •否则，则称 /<是 

•> 1 ^ I 

/的嵌入准索分支.我们有下面的唯一性 定理. 

定理 6.22 设 S 是环，它的一个理想 J 的筒略准素分解为 



则 / 的孤立 准岽分支是由/唯1确定的 
证明任取令 _ 

q t ^{x ： / ： (x)ctv/Tj, _ 

1) 如果 即 J : ，于是存在 ^6 ^*( a ). 

也即立得我们证明了 QiC ’ f * 2) (?< 是一 
个理想.事实上，若则不难看出，对于任意的 A 

^ eq f f 又若即存在 q ,4 ev /^7， 使 

. • ■ 
f 

于是 Ah 6 \/厂， + fl 2 ) eh 也就是说 + a 26 〜 因此 

■ 

■ !• 

ai 是一个_想， 3) 当 v/H 是^的孤立素理想时，⑴ = /<. 事 
根据1)，恒有 qci/i ， 所以仅须证明•由于 P< = v/77 是 
/的素理想中的极小者，所以 Pi 吃 pKv / 年 0. 取 hePi\P *, 设 
办：叫，则 


^ n ^ y ep ^ v //7- 

显然，对任意的 aeh , 我们 恒肴肋 €门心=/,故 aet 即有 
/| CC ||. 4) 根椐定理 6. 21,易知/的孤立素理想 Pi = v /77 是由 
^唯一确定的，再根据^的定义，知& =化也是由/唯一确定 

的 • I 

讨论 1) 本节的定理是所谓“存在性定理”，而非“构造 
性定理”，即沒有提供一个 方法， 能实际作出这些简略准素分解 
等等. 

2) 这些定理一般称为 Lasker-Noether 定理 • 

■ _ 

’ 3) 熟习本节后，很容爲推广到“诺德模的准素分解”理论 • 

4) 我们考虑11 〖 11^(幻= % /丽(见定理6.17〉的简略准素分 

解，因为 _ 

\/ nil rad(<S) = >/\/ (0) = \/( 0 ) = nil rad^), 

所以(参看定理 6. 19 的系〉 

n 

v/(0) - f] Pft 
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此处 p< 都是素理想 • 由分解的唯一性，立刻可以看出 Pi 都是板 
小素理想(即任一素理想 pcrw, 则 pep!). 另一方面，设 p 是 
- •个极小素理想，则有 

_ « ' 

p 90=> p 3 v / (0) = Qpt 

、 ■ 1 

对某个丨， PZDPi^^P = p< # 

所以，我们得知在诺德环^里，只有有限多个极小素理想，以及 
幂零根理想是所有极小素理想的交，也即是所有素理想 的交. 

T 

5) 以 D 表示诺德环 S 中所有零因子构成的集合： 

D = z { a : a ^ S 9 存在 beS , b 乓0 ,使 a& = o}. ’ 

则我彳门有 

■ 

U Pi = D . 

极小 索理想 

证明 如下： 令 (o) = 是简略准素分解， s / T t = p„ 则 p, 为极 

小素理想.参看定理 6. 21的证明,对每个极小素理想 P # ， 都存在 

% 

ffip i = v / (6)：(<?) # 所以，任取，年0，必存在正 
整数 r , 使 ay = o . 取满足此式的最小的 r , 则有 a ( v _ ic ) = 
0, a r ^ c ^ 0 . 故 即有 ( JPiClD ， 反之，由于 

1 r 

<0) ： (fl) = {b ： ba = o}, 

所以 

D = { a : (0)：( a ) ap (0)}. 

设 a 6D， 则存在 &e(0):OO, 于是 ae (0):(0, 

故 

_ I 

r I 

/ ' • * ■ 

t 

|J ((o)：W)c: |Jx/(o)：(6) - Upn 

t 4 0 b ~ 0 

-i- 

3 趣 

1. 设 A 是环， o,b,c,a n b, 是 i? 的 理想. 证明 
(1) QCZQ ： b, (2) (a:b)*bczQ> 
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( 3 ) ( a : b) : c = a:bc = ( o : c ) : b | 

<4) tno ,): b = n ( Qi ： b ), 

(5) a : &) 

i 

2. 设有环同态的理想，…，心是汉的 
理想，证明： 

(1) /(Qi : ai)^C (/(Q05) : (/(a 2 )5) , 

(2) 广-乂匕）:广 ( b 2 ). 

3. 证明 A:h = A 令今 A 不含于 A 的任何素理想之中. 

■ • | I j 

4. 设 P 为环只的素理想， o , b 为理想，且 flbep . 如果 
o < tP > 证明 bcp , 

5. 设 q 为 A 的准素理想， o ， b 为理想，且 b 是有限生成的， 
如果 abcrq ， 但 acfcq ， 证明存在正整数 n , 使得 tv _ c ： q . 

6. 设$是环，<?为5•的准素理想， = 令 

称为9的符号方幕 (symbolic power ) •证明 q () I ) 是 S 的准素 
理想，且\/^ =於. 

7 . 举例说明以素理想 P 为根的无穷多个准素理想的交不一 
定是以 D 为根的准素理想， 

8. 设艽是域.证明在多项式环夂中理想 

卩1 = (*1，*2，"'0 0* = 1,2, *•*,«) 

都是素理想，它们的方幂都是准素理想， 

9. 令1= 是环 S 的理想的简略准素分解， (7 : S ^ S/I 

是典型映射*证明 

W ^ naO ^ CzS/I 

是 （0) 在^7 /中的简略准_ 分解. 反之，令 

m ^ f \ hc ： s/i 

是 （0) 在的简略准素分解，证明 
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是 / 的一个简略准素分解 • 

10. 设有环满射/:及 — A 设 q 是没的理想•证明 

(1) q 是 S 的准素理想当且仅当 /- Kq ) 是只的准素理想 J 

(2) q 是以 P 为根的准素理想，则广 Kq ) 以广⑻ 为根. 

11. 设只是环， x 是变元 • i 正明 

⑴如果 P 是只的素理想，则 PO ] 是及|>]的素理想1 

(2) 如果 q 是只中的 P 准素理想（即 v /?= P ， q 准素），贝 ij 

是及[幻中的 p [ jc ] 准素 理想; /、 

_ | 

A 

( 3 ) 如果 £J = p | 是 a 在及丰的一个简 sis 准素分解，则 

I -1 , 

I I 

n 

0 w = n ^[幻是和 >] 中的简略准素分解； ^ 

i - 1 

(4) 如果 P 是只的极小素理想，则 PO ] 是所 >] 的极小素 

理想， 

12. 设尸为任一域.在 F [ x , j /] 中，> q = ( x 2, x ^), 证明下 

述分解都是简略准素 分解： .. .' 

h I 

(1) a = ( x ) nO 2 ， i 0; (2) o = ( x ) f |(^ 2 ,^ 4 -^)j 

( 3 ) o = ( x > n (^ 2 ,^,^ 2 ). 

13. 令， = < x 2 + V — l ， M -1 )c CO , j /]. 找出 / 的筒略准 
素分解 • 

li . ( I . s . Cohen ) i 正明《是诺德环令今 S 的每个素理想都是 
有限生成的 • 

■ 

15. 平彳 i 于环的准素分解,建立模的准素分解的理论. 

J 

■I r 

§ 6 维数论 a ) 

» J * ■ r ■ . h 

-I ^ , * _ ■ 

一 个拓扑空间的基本性质之一是它的 维数. 一般言之，我们 
有许多不同的方式来讨论维数，现列举几条如下 . . ’ 

1) 空间的自 由度. 直观来说， n 维仿射空间 A ” 的维数应 
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该是 《 .如果有 0*: V + A " 是一个满射，而且映射 or 的纤维 ard ( a > 
都是有限集，则我们定义 V 的维数应当同于的维数请参 
考定理 6.8. 以后我们将详细讨 论之. 

2) 如果拓扑空间的任何一个开覆盖 U ^ i 都可细化成一个开 
覆盖 UVK 即 hclA ), 使任何 n + 2个的交都是空集 〆 ，’这 
种《的最小可能的正整数値称为空间 y 的维数.例如，我们取 
V 即一条直线 • 不难看出，任给一个开覆盖 Ut / i (只要不 
是用 V 作自身的开覆盖），不可避 免地舍 有两个开集的交集非 
空.而适当地加细 UA 以后，可以使得任何三个新的开集的交 
为空集 • 所以，在这种定义下，及的维数是1,同样的，及■的 
维数是 n . 本节中 .， 我们将不讨论这种维数. 

3) 在诺德空间里，我们定义納点的维数息零 • 如果一个不 
可约？集 B 云不可约子集 C 7 ,而且在丑， CT 间不能插入任何不可 
约子集，则我们定义 

S 

dim B - dim C + 1, 

即 b 的维数= 0的维数 + u 例如，平面上有直线，直线上有点， 
因此，我们认为平面的维数是2,直线的维数是1, . 

我们先把 3) 精确化，得出下面的定义， 

定义6,12设^是一个诺德环 • ^的 Kmll 维数 dim S 定义 
为$的素理想链 P 。 吴 Pi 完…？ P « 的长度 n 的最 大値. 如果这个 
最大値不存在 ，、则 定义 

讨论在一个诺德环$里，任何一个素理想的链都只有有限 
的长度，但•是它 IT ) 的长度可能越来越长，趋向于无限大.因此， 
可能有 dim 5* = oo . 永田雅宜在他的书 “Local Ring ” 的附录中， 

提供了一个实例 • r …： 

与定理 6.9( Cohen 及 Seidcnberg 上升定理）相结合，我们 

有下面的 定理/ 

定理 6*23 设环及是对环&整数相关的（即每一个 r e 尺都 
是对 S 整数相关的)， RzdS t 则恒有 


41 



dim R = dim S m 

i 

证明任取 $ 的一个素理想的链 
(1〉 …笔 P »， 

应用定理 6. 9 后面的讨论，我们立得及的一个素理想的链 
(2) % 完 (h 云…彐 q n ， = Pi . 

所以 dim 只 > dim 义反之，任取只的素理想的链 
Pi - 仅须证明 

便足以证明 

dim S^tdim R 9 

令化 = J R / q , +1 ，= q ,/<| j+1 , ^ =^/ P <+ i , P < = P </ P | +1 . 显然, 

对以是整数相 关的. 于是，问题归 结为： 

q * ： ^< o )= ! = ： ^ p / # = a ? * n ^ /： ^( o ). 

任取 rev , r ^：0. 令 /00 e &[>] 为 r 适合的最低次数的首 一 

多 项式. 写出 /(X) 如下： 

/(ac) = x" + s t x n - 1 + ... + s n , sj G m 

则〜年 ()• 这是因为，若 s „ = 0, 由于於=及/和 +1 是整环， 放 r 
适合一个次数更低的首一多项式 

汉 00 = 广 1 +SJLX*-* + •••+s n-1 . 

于是立得 

i 

S f 3 s n = 一 r * - s /*- 1 — … 

即0扣 丨 

与定理 6. 8 〈诺德 正规化 定理〉 结合，我 fft 正明下面的两个定 

理. 

定理 6. 24 dim JCOi ，…, x n ] = n ， 此处 K 是域，、々， …， 
变数. 

■ 

证明应用数学归纳法.如果显然 dimJC =0, 设巳 

■ 

知 

dnn[Xi , …， = TJ — 1 ， 
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在尺 [心 •••,、]中任取一素理想链 

取 /€( lm ,/ 年 ()• 令 / = n /« 为/的素元分解式 • 因为是素理 
想， 所以必有一不可分解的多项式/«€卩1„.即令/为一不可分 
解的多项式 • 应用变数代換： 



其中0《1 1 《“《“《! 1 .令/为下面的形式 

f = + fl i (方 1，…，岛 +••• + a lC z l f *'* ； a n - l )> 

其中％年0,不难看出，冗 [>" …， 〜]= 尺 Ol ，》] •令 

1 

R ^ K £ z u *^ , z n 2/( f ), 

则有 ：1) ~ 是对 $ 整数相关的，因此只是对 $ 整数相关的? 
RZ ) S m 所以 dim 兒 = dim 5* , 2) 根 l 据归纳法的假设， dim 5 ?= 

n - l % 3) 下面是只的一个素理想链 

H 

综合以上的三点，立得考虑（并）式，不难推出 

dim [[>"••• 


又显然 

( X !，…，欠 (!) 完 (欠1 ， … / n - i ) 完 ••• 5(尤1)笔(0〉 

■* 

是 Alh ，…, x n ] 的一个素理想链，所以 

I 

dim [[〜”• ,：*] = «• | 

定理 6. 25设 ，…， r m ] 是整环，此处兀是域•令 
F 为尺的比梂,则恒有 

dim i? = tr deg F/K y 

即犮的维数等于 i 7 对夂的超越次数， 

■ - ' ^ 

证明应用定理 6.8, 存在 ， 只对 
…是整数相关的, A ,是变数 • 根据上面两个定 

I 

理，有 dim /2 二 dim 5 = n , 不难看出， F 是，…， x n > 的代数 
扩域，所以 


43 



tr deg F/K = deg K ( jc , , ― , jc w )/K = n # | 

讨论超越次数 tr deg F / K 可以当成空间的自由度的代数 
定义.例如，定义在 n 维仿射空间上的有理函数集，即兀0^ ，…, 
、)，其超越次数也是 n , 等同于空间的自由度.上面的定理说 
明了，本节开始时讨论的维数的定义1 )及 3) 在同时有意义时是 
相同的 . I 

以下，我们要用局部化来讨论维数， 

定理 6. 26设 $ 是环，我们恒有 

dim 5 = sup { dim 汉 m 是极大逋想 }• 

证明 任取 ^ 的素理想链如下，其中 m 是极大 理想： 

( 1 ) 

则有 

所以 

dim S<sup {dim S m ： fn 是极大理想 }• 

反之， 设有没 《 的素理想链如 T : 

则令立得 (1) 式.于是 

dim 5 >sup {dim S m ： m 是极大理想 }• | 

讨论这个定理是说，在几何的情形 ，一 个代数多样体的维 
数等于各几何点（相当于极大理想)邻域的维数的极大値.这是很 
合于几何直观的 • I 

我们可以把以上的维数论的讨论，推广到一般的理想.'现给 
出下面的定义. 

定义 B . 13 1) 令 P 是环$的素理想.定义 D 的高度为 
ht (|>) = sup { n : 存在一个素理想链 p 5 Pi 笔 
如果 ht ( f )) = 0, 则称 P 为汉的极小泰 理想. 

2) 令 / 是环汉的任意理想，定义 J 的 离度为 

ht (/) = inf { ht ( p )： pz )/} # 
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讨论 1) 设/ =⑻则不难看出， 

ht ( x ) = 1, ht(jf — 1 ， y ) =2, ht ( J ) = 1 # 

j 

请往意，700是$轴 ， f Of - I , y ) 是点(】,())• F (/) 是 y 轴与 
点 (1,0) 的幷集.因此，高度 ht 相当于余维数(即 dim C [>， y ]- 

dim 3^(/». 

ht ( x ) = 1=2- dim ^( x ), 
hi(x - 1, = 2 = 2- dimr'Cx - 1, y ) t 

ht(/) = l=2-dim^(/). 

2) 不难看出，若 P 是素理想，则恒有 ht ( p )= dim 5；. I 
为了便于后面的讨论，我们引入下面的有用的定义及引理. 
定义 8. 14设$是环，^0 # $的 Jacobson 根理想定义为 

所有极大理想的交集,记为 rad (5 X 

讨论所有形如 l + fl ( a € rad 05〉） 的元素，不属于 S 的任何 

I 

极大理想，因此必然是可逆元 • 反之，设/是一个理想，如果对 
于任意的 a 6/，1 + a 都是可逆元，则必有 / crrad ^). 这是因 

为,假若则必有某个以及某个极大理想 nr , 
使令 <7: S 今 S / m 为典型映射，则必存在 l > eS , fg cr ( ba ) 

= -】•不难看出， baef 9 但 < r ( l + fta > = 0, 即 1+ Mem ， 也 
即 1+ M 不是可逆元，这与假设矛盾. 

定理 6.27( 中山引理①）设没是环，/是理想， 从是 5模， 
AT 及 JV / 是 M 的 子模. 已知 M 二 ； V + / iV /, 以及 1) / 是幂零的, 

或者 2) / c = r a d (^> 以及 AT 是有限生成的.那么，我们恒有 

Af = N # 

■ 

证明 1) M/N =./( Af / N ) = /2( M / iV ) = .« = o . 

2) 记，= M / W , 则汐我们 要证明 AT = 0•显 
然，是有限生成的5 •模 .令 


j 

①典引理即、 Nakayama 引理 ( Nakayama 的汉字写法是“中山正” >•据永田 
雅宜研始，中山引理是 Krull 及柬屋氏首先提出的，应称为 “ Kruli - 柬屋引理”，因 
为中山切理 E 经广泛*传了，所以本书仍用旧名. 
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i m l 

我们用数学归纳法.如果 rt = l , 则有- 

但 ae / draciOS ), 故 1- fl 是可逆元，所以咖 1= ：0/也 
即 M '=0. —般言之，我们要证明存在乂6/,使 (1 十 
0. 令 M 费二 W / Sm n . 由归纳法假设， 純 ael ， 使 （1+a)M〃 
= 0，即 （1+a>A^eSm a . 用 M'rrJM' 代入，即有 

(1 +a)M / =： (1 +a)IM / dISm n ^ /m n# 

于是存在 W /, 使 = •不难看出,下式 

(1 +^)(1 +a- i>) = 1 + (2fl - b +a* ^aby^ i^a f 

中的 Y 邯所求 • I 

我们要 引入没 模从的“长度”的 槪念. 所谓 M 的一个正规 

序列，是指下面的一个子模链 

M = M q idM , r ? Af 2 r ) ― = o * 

哨3称为这个正规序列的长度.如果 V 〖 = 0,1 ,…, r -1), 
则称上面的正规序列是沒有重复的，如果上面的正规序列是沒有 
重复的，而且在^^与从^之间，沒有别的子模，则称之为一'个 

含成 序列. 

一般言之，任给一个模，幷不一定有合 成序列 • 例如，在名 
中，我们有（2)5(2 2 >5(2 3 )單…，这个子模链是永不终止的， 
又如，在 C [>] 中，我们有 / 

( x ) 翠 ( W ) 吴00笔 •••• 

但是我们有如下的定理. 

定理 6.28(Jordan 定理）如果5模 M 中有一个长度为 r 的 

合成序列，那么每一个合成序列的长度都是『，幷且每一个沒有 
重复的正规序列都可以加细成一个合成 序列. 

证明读者仿照群论的若当-荷德定理，自行证明 . I 
定义 6.15 设$模从有一个合成序列，则我们定义摸鉍 的 
长度即为此合成序列的长度，记为 length ^. 按照上面的定理， 


46 


4 



这是所有合成序列的共同的 长度. 如果沒有合成序列，则定 

义 length s M = oo . } 

我们从维数论的角度，硏究最筒单的环即 dim 5 = 0的 
情形 • 设 5 是域，则自碎有 = ()• 反之 ， dipiS = 0 定义了什 
么样的环$ 呢？ 事 实上， S 必为 Anin 环. 这是我们襄在本节说 
明的 • 我们先给出下面的定义. 

定义 6 J 6 ，如果没的理想的任一下降的链必然终 . It , 则称5 
为即设有下面的链 、- 

AlD/aZD … 3/ n ，〕/ n +1 : D …， 

其中/« 皆是没 的理想•则必存在一 m , 使, 

定理 6*29 1) 汶是 Artin 环 4 s + length s 5 l < oo , 

2) 汉是 Artin 环令令 S 是诺 德环，且 dimS ^ O . 

证明 1) <=•:此时，没当作 S 模，它的子模即是环5的 
理想，因此, 5必然是 Artin 环， 

我们先证明$只有有限多个极大理想•否则，设 nh , 
» n *,•••,»!«, …是 S 的无限多个互不相同的极大理想，考虑下面的 
理想链 

: mi 口 > 爪叫二 ）… D ttiiiTij •- m ft 二 ）… • 

我们只要证明相邻的两个理想都不相等便足够了 i 假设、 


; niit(i 2 ”.m n - 1 Tn tl czm nt 

不难看出，必有某个 i < n ， 使 miCrnu 于是 mi = m n . 这与 nv , 
ttl 2, …互不相同 矛盾. . 

现设 ，…， m r 是5的所有的极大理想.令 

i 、 - * - ■- 

1 = m 1 m 2 — m r# 

考 虑下® 的下降的理想链： 

/3/ 2 Z)/ 3 3 — . 

由于^是 Artin 环，所以必有一 m 存在，使 
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今 J = (0) \I W = {^r al 9 - (0)}* 

我们要证明/ =义如此，则 /" = (()>. “ 

假若/年$•令尸为包含/而且不等于/的理想中的极小 
者.为什么存在这样一个 尸呢？ 请参考定理 3. 25•在那里我们 
证明了诺德环与极大原则是等同的，同样的道理，可以证明 
Aniii 环与“极小原则”是等同的(读者试自证之) 《 因此有这样 
的尸存在，任取0€尸\人 则厂 =/ + ( a ). 显然， / Crad (5-) , 
根据定理 6,27( Nak a yama 引理），则知苒根据尸的 
选取， 立得 J +al = J . 于是奵 C /， 即有 • 

^ 6 /：/ = ((0) : / w ) ：/ = (0) ： l n+1 = 0：/ w /. 

这与 a 的选取是矛盾的 • 因此 /=&, f m = (0). 

以下，我们考虑一个理想链： 

5 ：d m ! ID m i m 2 Z) ••• 〕 m 見 rri 2 ••• m r o Jm ^ id •“ 

Z)I z ^Df 2 tn l ^)—^I m - (H) 0 

相邻两项的商模是域 S / nii 上的向量空间,此向董空间的子空间 
对应到这两项间的 理想. 根据 Artin 环的条件:，、知这些商模都是 
有限维向量空间，于是它们都是有限长度的 S 換，而 length 5•即 
是这些长度的和，于是 length ^< 00 , • , 

2) ==♦• 根据1>, $显然是诺德环，我们用上面的符号. 

任取 PeSpecOS ), 则有 

( m , m 2 — m r ) B = (0> cp , 

所以必有某个、使 P = m ^ 也即所有素理想都是极大理想.立 
得 dim S - 0 , ; 

r / 

令 ( (0 二 是理想 (0 ) 的简略准素分解， = 

i • 1 

因为 Pi 是有限也成的，不难看出，存在正整数^ p * iC/ i # 
令 msmaxfm ! ，…， m r }， 则有 

d 

T - • 

ov“p r rc ： f|f 「（ o), 
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所以 = 自私囟为 dim 左 = ( i ， 所以诸 P , 都1极大 

理想 • 令 / sP ^ Pf , 我们应用 1) 的证明中的最后一段，立即得 
lengthj ^ oo . 因此，5是 Artin 环 • | 

系 设诺德环的有限多个极大理想 tth ,•••,«!» 的乘积(或交 

■ 

集）是 (0), 则 S 是 Artin ^. 

证明 我们只耍证明 dim 5 = 0 就足够了，換句话说，我们 
要证明 $的任意素理想 P 都是极大理想.自然，我们有 


p 〕 (0) = nv“m n 或 P 〕 (0) = 门 

i - 1 

所以 P 等于某个 I 

I 

例15令 

S 2 ^ A /( x , x - h ^ 9 5 3 = A /( x + j / 4 , x + y 8 ), 

HA 都是 Artin 环.经过计算得 


dim c 5 j = lengthf ^ 


_ 


这正 好辱& 对应的那两条曲线在廐点相交的次数 • I 

在 i 八章 “ bedekind 整环”中，我们将讨论 dim 5<1 的情 

形.在那里，我们将统一讨论“代数曲线论”及“代敫数论” • 


牙篇 

1 

_ -P ■ ■ F 

_ ■ 『 ' , 

1. 令只= … , x n J /(/( x u x 2 r ^, x n )) ，这里 /(X lf x 2f 

…, h ) 是一个不可约 fe # 项式 • 证明 dim 只1, 

*■ ■ 

d 

2. ，察 F ( dP )) C ：< A 3 在各点的维数，即令 

R ^ C [ x f y f zJ /( xy , yz) f 

考察 dim R m (V E 的极大理想 m ), 

3. 参考上题，求出 ht ( xar , j ^), 

4. 令及是一个局部环， m 是它的极大 理想. 设 A ，々，•••, 

■ 

如果 


( x " x 2 , …入〉 + m 2 rr m , 
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5. 令及 = C f >， y ] 证明及中的理想的等式: 

(«+x 10 y,y+a ： V) = (*,y), 

6 - 设农是局部坏， m 为其极大—想， M 是有限/?模，则 
M / mM 是域 R / m 上的有限维向量空间 • 设其基为 …, 
龙 》• 取心在 中的原象巧(即％ = + mM 〉. 由 N & kayama 引理 

知 A , A ，” •，〜 是 M 的 J ? 模生成元.试举一例，说明々 〆 *,•••, 

X n 可以及线性相关， 

% 

7* 设冗为域*再设有有限维兀向量空间的正合序列 

^ 管 

0 —> M x —^ M 2 ——> *"> M n ^~* > o , 

(即 /i 为尺 线性映射， ker / Fim / p , \/:_ = 1,2,"*,»0.证明 

len ^ th K M i - dim K M i 

1 .1 

A 

且 1) f lengthjgM| a Q . 

卜 i 

8. 证明 Artin 整环是域， 

9. 设及是 主理想整环，0是及的非參,3^想•证明及/0是 

t 丨 "■■ ■ P V- • L 

Artin ^ # 

i* 

10. 设及是诺德环 • 证明及是 Arthi 环令今 Sped 是离散的， 

11. 设 t 是域，只 = < C [ H •_•'»] 不一定代数无关) • 

证明及是 Artin 环令今/2作为女模是有限的 • 

12. 只有一个素理想的局部环称为准寒环 (primary ring) e 

证明每一个诺德 准瘈环 0是 Artin 环， 

13. 证明每一个 Artin 环是有限多个诺德准素环的直和，而 
这样的直和分解是唯 一的. 

14. 构造一个无限维诺德蠱环 • 

4 

* * 

'. - - 

n 、 

■ 

§7 分次环犮分次橘 

I 

我们考虑常见的多元多项式环尺 Ou … 〆 •] = A 我们可以 
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自然地把汶当作 n 堆仿射空间灰 •上面 的多项式面数的集合 • 当我 
们在及•里取坐标系(〜•••,*_〉时，汶就自然写成了冗 (>"•••, 
*•]. 我们取不同的坐标系(朽,…, lO 时，$当然就是尺[>1， …， 
了. —般铤乘， （* r , 与 ( h , …，友 ■) 两个坐标系之间的 
关系不一定是线性的.例如 

yi — > y* = 太 * + 尤 ？, **• t y • = -尤 * + X" • 

此时，/€5•对两个坐标系可能有不同的 次数. 例如 ，〜对 坐标系 
( h , …, y ,) 是一次式，可是对坐标系…却是次式了 • 
但是，如果我们不是考虑仿射空间而是考虑射影空间 

^• = {^- +1 中通过原点的直线 }, 

J ■ b 

那么艽* + 1 的两个坐标系 （ X ®, 々，“•,％)与(心;^…,!^)之间只 
允许线性变換的差异了.如果令犮=別>0,々，则的 
次数是不随坐标变換而改 变的. 在这种情况下， R 自然地写成 

R = ㊉ .及“及 I = * •次齐次多项式的集合《 

*>0 

定义 8. 17 1) 设环只=此处 A 是加法子群•如果 

t>o 

RiRf^R^tt V *,7>0, 

则称只是一个分次环，尽的零元素称为 i 次齐 次元. 对于 

r <#0, 定义其次数为 degr ! = “ 

* 

2) 设及尽是分次环， M 是 R 模 . 如果 ㊉ ，此 

1>0 *>0 / 

处^^«是子群，适合 

RiMfC ： M uh 

则称 M 是分次供；的非零元素称为丨次齐次元 • 如果 m f e 
A /*, 則 degm <= ：/. 

讨论因为所以札对乘法是封闭的.又因为 
1 - Rtc ： R i 9 所以 ieP 。， 不难推导出 A 是一环.令 

= 只“ 

1>0 
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容易看出只 + 是及的理想. 

. .* • 

与 W •，心 一般 说来, 

1 ^ r * ^ ■- 

1 % = ( x 2 * f x 2n ^ 1 , JC 2fl + * ，•">= ( x l * , x zn + l y m 

I 曹 \ ■十 w - 

ii ： + i = c ^" + c ，* + 1 ， 则 .- - 

®Ri = C ㊉ [ C 沪 ㊉ CV ] ㊉ … ©[ cy ㊉ Cf ㊉ … 

i >0 、 

是一分次环 • I 、 . : 、 、 

通常说来，任取环 S ，理想/及《模 M , 则 { JQ ( JU ) 是 
下降的理想链， {" M } 是下降的子模链，我们定义 

Gj ( S ) r , 0 i r / I ^ l $ Gj ( M ) ^ 备 nM / I … M . 

• •• 卜❶ 

自然 r // < +1 及厂 都是加法交換 群. 我们认定它们的 
元素是▲次齐式元 • 

我们定义仏(《)与<^(^0的乘法如下：设 

to 

5 g /7 /i+ S 

此处</，，•違义 V 

a*m =~dm € / … M / l i + » M . 

显然这个定义是良好的《我们再定义*" • 

■ | 

' i 7 I / i 9 i 

■■* 

不难看出，这样定义的乘法，当从=^时，使得化(乃成为一 
环，当 M 为任意5模时，使得我们称 

为与理想/相伴的分次环，为与理想/根伴时分次襖 • 

例17令5 = 口[>汐]<0：,1 />， J = ( x ， iO . 不难看出， 

d 

/7^ , + l = 

于是 
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G ；(5)=： C [： f ^]« C [ x ^] # 


f 


d 



定理 6. SO 1> 设尺是分次环 • 则只是诺德环令今凡 是诺德 
环，以及及 = A[ r i ，…， r «]; 

2) 设只是诺德分次环， M 是有限生成的分次 R 模*那么， 
每〜个 M , 都是有限生成'的化模. . 


证明 1) ^ 


显然 


R ^ R / K , 所以只0 是诺德环•只 + 是有限生成的理 


想.取它的生成元集{/〖，"•,/«}•& 


/* = 2叫， 

■ 

. ^ 

其中仍 i 是7次齐 次元. 则显然， { Ai } 也是 化的生成元. 所以 

■ 

可以取的一个齐次生成元集 { r lf r ， r .}. 现在要证明 R = 
^0^1, —, r , l # 任取只 + 的齐次元/，设 

/=2抓.、 

i / 

显然可以弃去所有 deg g t + deg r ( ^=deg / 所以可设 

deg^j = deg /- deg f|<deg f 9 

用数学归纳法，立得 ，…， rj . 所以_••,%]• 

月 P = i ? 0 [ rj , — , r ,] # 

2) 我们可以同上面类似地选取 M 的一个齐次生成元集 { m w 
…， m t } 以及的一个齐次生成元集 { q ，… , rj . 则有 


显然，作为尺> 模是由切邠厂…是。 ，…, r , 的单项式， deg 力 
+ deg = i } 生成的，这显然是有限集 * | 

我们考虑 R 是诺德分次环、凡是 Artin 环、 M 是有限生成 
的分次及模的 情形， 按照定理 6. 30,每一个从 { 都是有限生成的 
A 埃，因此都有一个合成序列(请读者想想，为什么？），所以 

L 、 


length Bo M ,< 




令 KM ^ = lengthy 则下面的级数称为 M 的 PoincaM 级敎 





我们先用几个例 7 来说明 PoincaK 级数的意义，然后再从 
事一胶理论性的探讨 • 

例 "18 令 Af = 5 =* JC[xj ,**• ，*»] = ® 汉|，其中 ^0为坡凡， 

t >0 

A 为:•次齐次多项式的集合.经过简单计算，得出 


KS0 


( 


/ n + 1 
\ n- 


4 


故 




i 一 1 


我们要说明 p(5^)=i/(i-o\ 
证 法一. 直接展开： 


( 1-0 


2(7)<->- 




(-n>( 


1)“*( — n-1’ 十 1) 

_ - I -- - ■ — ■ ■■■■ ■ 

M 


(- 1 ) 


S( n 


证 法二. 当时 


P (5^) = l 


+V 


% 


用归纳法.令&:尺％，“，，％-」：㊉ 5 ’*，以=凡1>*]=㊉巧 • 


则显然有 


KS 0 


S 吹 ⑽;〉 




代入，立得 


m,0 = PW f t)P(S\o = (1-0 7 ~ 0^1)" <1^0 
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另外一个有趣的计算，是把 KA) 写成 i 的多项式 Z (0. 令 

f x \ +1) 

I I ^ . . . 1 _■ —■ 一 ■ — 

\ m / m 


嚤 






不难看出 



以后，我们将称 xOO 为 Hilbert 多 项式 . 请注意， K£x lf •••,、] 
对应于 « -1 维射影空向尸卜 1 , 此时 deg x(x) = n - 1 =： dimP 9 -' 1 9 

P n ' 1 一般看成一次代数多样体，而 （ *) 式的首项系数正好是 1. 
又有 P** 1 的 “ 算术亏格 ” 是 0 , 将 （ *) 式的常数项 ^( = 1) 
代入后，此式正好等于 0 . 这些都不是偶然的 
巧合 • 一般我们用来定义所谓算术亏格 • 

例 19 仿照上面的例子，计算 

只 = ^[ X l t X Zf X zl/ Cf C X lt X 2r X z)y» 

此处是一个 m 次齐次式，自然， /(x 1 ,x 2 ,x 3 > = 0^^ 
了射影平两 P 上的一条代数曲线， 
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令 S = C [A ^ 2 ,^ 3 ]= ㊉ &i ， 共中为〖次齐次式的集合 • 

i >0 


令只 =㊉ R f ， 则当； 窄 RpSi/fS ^. 所以 


K^i) - K^i 


收一 


7Jl 



2 


)-( { 


+ 2 


2 



其中〜： m,^ = 1 - (m - ] )(m - 2 )/ 2 . 此时 ， Hilbert 特征多项 
式为（详见后文） 


X (x) — m 




On - l)(m — 2 )\ 

2 )• 


当 t > m 时， X (0= K 及 *)• X (3 c ) 的次数 i 等于/(尤1，〜*3> = 0所 

■ 

定义的代数曲线的复维数，它的首项系数 m 等于代数曲线的重数 

(multiplicity). (- DK^-l) = (m - l)(m - 2)/2 等于代数曲线 

的算术 亏格 . 当代数曲线无奇异点时，它的算术亏格等于几何亏 


格，例如， 

/ , ^9 , Xa') = + X» ~~ • 



图 6.1 


芦网应的代数多样体的亏 
格是1 ,直观上形如图 
6 . 1 所示的中间有一洞的 
轮胎 * 请注意，这个代数 
多样体的实维数是2,但 
是它的复维数是 1 * 

现在我们来计算及的 

y 

Poincar 6 级数 







5 t » 









为了得到 Poincare 级数和 Hilbet 特征多项式的一般性质，我 
们先证明下面的引理. 

引理设及 0 是 Aniii 环，是有限生成的只 0 模，设下面 
的序列是“正合”的： 

■ 

a 0 a \ a 9 a M CT A + 1 

0—UMj 2 - i>M s ^io. 

■ 

这就是说，每个 A 都是模映射，而且 im a 〗 =ker < r Ul (i = 0,1, 
••• 〆 >. 那么，我们恒有 

t 

i - 0 

证明 我们有下面的短正合序列 

0 —— >im Oi —— >im cr f+1 ——> o • 

■ 

显然， A^/imtr 产不难得出 

■ 

, 

i(Mf) ^ l(imaf) + l(im cr i + 1 ) # 

p 

0 

所以 I 

< — o 

现在我们要证明下面的定理 * 请参看上面的两个例子. 

定理 6.31( Hilb er t _ S erre 定理〉 设及是诺德分次环， 尺 0 是 

■ 

Artin 环，及=及。1>1, …， r ft ] ， r , 均为齐次元 ， deg rjrre ^ O . 又 
设 m 是一有限生成的分次及模.则存在一个多项式/(0 
使 




/(0 

11(1 -”，）• 
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证明对生成集的塞数《作妇纳法.设《 = 

1 * 

R = 那么，当 m 大于 Af 的所有生成元的次数时， M m = 0, 
^(^ m )=0. 于是 P ( AM )=/( t ) eZW . 

设已证 n -1的情形 • 考虑下面的 映射： 

r ：： M^M f 

r:(m) 

自然，••令 

K = ker r ； = ©iC|, C -M /im r ； = ®0 U 

于是我们有下面的正合序列 

j r « t 

0 ―—― >M Utn — >C <+e . — > o , 

其中 / 是嵌入映射， r ： M Uen ~^ C Uen 是典型 

映射 * 不难看出，上面的序列确实是正合的，根据上面的引理， 
我们得到 

i(iCi) +/(M, +€# > - z(c“ e _) = o. 

乘以 p + **, 令 （ = 0,1,2, …取和，得出 

t B nP(^K f t) - t*nP(M ,t) +P(M ,t) - P (C ， f) +^(t) = 0, 

其中 WO 是一个多项式，它是由 P ( M，tm P ( C ， t ) 缺少最初的 
心项而产生的 • 又知、凡= 0, r n C = o , 所以尺， C 都是 / e / r # 
模，而 i ?/ rj 只须要次数 为心… Ay 的 n - l 个生成元，用归 
纳法假设，立得 

(1 ~ = P^C f ty — t**P( t K f ty — 5(0 

_ f (0 

—n — 1 f 

nw ) 

i - t 


即有本定理 • I 

我们又有下面的重要定理(请参看上面的两 t 例子) • 

定理 6 .32( Hilbet-Serre 定理） 条件如定理6 . W ， 更设〜 这 
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那么，存在一个多项式 x 006 Q ( XU 使稱当 t ' 
足够大时， x <0= K ^ i ). 达个 xOO 是唯一的，幷 II . 

degxOO<n - U 

证明用上面的定理，即知存在 /( t > GZ [ t ], 使 


P ( M〆 ) 


/(t) 

(卜 t )" 


我们用部分分式展开上式的右侧，则得 

1 1 

戶 (■A/ , 0 * 设 (0 + ^0 (i~_ j) + …+ 1 j j • 

参考例18,立得 

P < M ,0 = ,<0 + S ( S ),( ， '；：；：； ， )>'. 

所以，当〖><^ 6 扒0时， 





即令 

其中 

显然， XOOeQM , deg ； f (3 c )< n - l , 当 *>deg 0 ⑴时， X (0 = 
|( M ,). 剩下的只须证唯一性了 . 设 X *00 是另外一个有同样性 
质的多项式，则 X 00 对无限多个大的整数而言取値为零, 

因此必恒等于零，即 ;I 

讨论不难看出，在上文取部分分式时， d , f d lt 
是整数（因为我们通常不把 


XW 


SM X ； 


x + n — j — 1 



X 


s 


x〈x — 1) (x — s + 1) 


SJ 

争 
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展开成 X 的多项式，而是利用下面的恒等式 


0(:)0 

把 xOO 写成 



此时 G = 0，1, …， n - l ). 第一个非零的 flj 必然是正整数 
(因为当 X 通过正整数趋于 oo 时， X(x)>0), 称为 M 的次数 ( de ¬ 
gree ) 或重数 ( multiplicity ) 或阶数 ( order ). 在本章最后一节，我 

们将证明，在某些情形下， ^ = deg X ( x ) 相当于维数.又， p a = 

1) 是“算术亏格”（参考例 18 及例 19 ). I 
我们现在回到 ACS 1 ) 与 G ,( M ) 的讨论.设 J =(七，…，、）々 

一个有限生成的理想 • 那么 a „ 的；次单项式的集合是厂 

¥ \ 

的一个生成 元集. 因此 


g j (^) = C a i ,•••,«»], 

其中所以，如果&是诺德环，或^7/是诺德环时， 
仏(幻是诺德环. 

如果 M 是有限生威的 5* 模， M = j ^ Se u 那么 PM 是由七, 

； - 1 

…， fl ii 的丨次单项式 乘勺生成的. 不难看出 GXM) 是由{匕 ，…， 

e m } 生成的分次<?:(幻 模. 自然, SjeM/JM. 

■ 

又设/包含有限多个极大理想的乘积或交集,那么，根据定 
理6.29的系，5^是人出11环.综上所述，在是诺德环， MJ6 

有限生成^模，/包含有限多个极大理想的乘积或交集的情形下, 
GjO ?) 和适合定理 6. 31及定理 6. 32的要求 • 因此，我们可 
以定义 Poincarfi 级数 P(G 7 (M) ,t) 以及 Hilbert 特征 ' 多项式 

X(x). 特别是$是局部环，/是它的极大 i 想， M 是有限 生成汉 
模时，我们可以如此考虑 . ’ 


这样的考虑，有沒有什么几何意义呢？我们回过头来硏究例 


J 
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17* 当 S = ,C [尤 , y] ， y > ， ’ = (u/) 対， 

i / 

其中 Gf 为 t’ 次齐次式的集合. 闻此 

/(C?{) = i + .l= ([)+1 ， 

于是， degxO) =1^2 = dimS, 这不太 恰当. 补救的办法，是取 

令 



则有 deg x ? < x ) = 2 = dim 我们有下面的定理 • 

定理 8.33 设$是诺德坏，/ =(七，…七 >,5 yJ 是 Artin 坏. 
则存在唯一的多项式; C? 00, 使得当丨足够大时， 

⑽都 /n =分(/，/厂 +1 )， 

i - 0 

xf W 称为《对/的 Hilbert 特征多项式 • deg W 00<〜 

证明用下面的恒等式： 

:? :(;) = ( 二 ). 



按照定理 6.32 后面的讨论，当/足够大时，有 



其中不难看坦 


n 



咐常 数=2^(;) + 常数 

i-o i -o \ I ’ /-o i^o 

= :IH 二 ) + 常数， 

故 



例 20 设 /? 是 Artin 环， 5" =尺[欠 1 ，…，〜]，’=(尤 1 ， … ，无 》) • 

不难看出，^ 其中 A 是 * ’次齐次多领式的集合•易见 

5 y /’《{/(:" •” 〆 夕 ： deg /<|}. 

因此 



于是 

伽 二)， _⑹=、 

习 顯 

1. 设尺是分次环， S 是及的乘法封闭子集•证明也 
是分次环， 

2. 设尺是分次环， M 是分次及模， W 是 M 的子模 • 证明 
M / AT 是分 次只模 • 

3. 设及是环，0是理想，幷且门 O ”={0} •若 (?•（/?) 是整 

* _ I 

环，证明只也是 整环. 

4. 设/是定 义在汉 上的整値固数(即 /( 汉) eZ 八达里 AT 
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表示自然数集 合. 设又有没 OOeQO ]， deg 5 (^) = m - l # 如果 

/(«+ l )-/ Cn ) =£ r ( n ), \/ neN , 

证明 /€ QO ], 且 deg / = m . 

5. 设 7 为 C % ，…， x n ] 中由 #,•••, 4 生成的理想，令 

R : Gi ( C 〔 X ' ，… , A ： n ]), 

试计算 P (及，0 • 又设$ = ，…， 〜]//， in 为 5* 中由龙 i ，…， 

生成的理想，试计算尸《?_(&) 〆 )• 

6. 设及= ( C[x，j /]/ Oc 2 - 义 2 - p )) <7 , 7) ，其中思, y 为 x, 丨 

在典范映射 

V : C [ x f t /] ~^C \_ x t y -]/ ( x * - y ^- j /3) 

下的象 • 令 m = W + 奸，求 1(/?), 幷考虑其几何意义 • 

7. 令及， jc 3 , ；^]八¥‘-4,欠 3 :5-:{) • 计算 
p i ^, O f xCx ). 试猜想其几何意义 • 

8. 令只= C [ m «0/(* a - yjrw , j / 2 - JC 2, dy ；- X 2》〉 •计 

9. 令 /= x + 髙次项 ， s = R / ay , i = cx , 

f ). 计算 x ?00. 

10•令 ^ = C [ x t p ] (Xfy) , /( Ly ) =/ m Of ， y ) + 高次项， 

/mOc,y ) 是 rn 次齐 次式 . 令汶 = /?/(/),/ = (*JX 计算 xJOc), 
试猜想其几何意义， 

S 


§8拓扑环 

在本章§ 4中，我们给出了 环汉的 素谱集3|^< 5 5的2*^ 8 1^ 
拓扑，从而使 Spec 5■成为一个拓扑空间 • 在本节中，我们将換 
—个题材，硏究汉（而不是 SpecS) 的各种拓扑 • 


个环^中，给定一个拓扑，如果$的加法和乘法在这拓扑 
下都是连续的，则称$为一个拓扑环 • 又设$是拓扑环， M 是 S 
模， 同时又是一个拓扑空间，而且从的模运算（即 M 的加 法及汉 
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与 M 的乘法）都是连续的，则称 M 为一个拓 扑槟. 

我们主要有兴趣的，是$由它的一个理想/的诸方幂 

/ ： d/ 2 ID … Z)/* ID •“ 

所定义的如下的拓扑： 

1) /=^ 2 〕“_：^”=)“.规定为0的邻域基，这就是说，夕的 
子集1在0点是开的令今 对桀个 n, 

2) a+J〕a+J 2 z>"=)a+/-：D …规定为 fl 的邻域基.这就 
是说,$的子集在 a 点是开的♦今对某个 n, Lr^a+Z", 

3) $的子集是幵集对任一 都有相应的 n , 使 

Lz>a + /*. 

不难看出，我们确实定义出^的一个拓扑_ 

定义 6. 18以上所定义的拓扑，称^•的 fadic 拓扑 • 同样 

的， 设从是 5•模.对饥6从，取 

m + /JVfz>m +/ 2 Mz>”z>m +/"Mz) — 

为 m 的邻域基，则定义出 M 的一个拓扑，称为 M 的 J-adic 拓扑 • 
引理1 取 M 的 /-adic 拓扑 • 则 M 是 Hausdorff 空间（即对 
于任意两点 aJeM, a ~ b ， 都有邻域 f/ a 如， LW , 使得％ n 

GO 

t/ b =r^)^p |/» M={0}. 

« - I 

* 

00 

证明 =>• 假设 f | I n M ^{0 }, 则存在 m^O, me/*M 

«-1 

(n = 1,2, …). 考虑 0 的任一邻域 t/。， 必存在某个 n, 使得 

■ 

U 0 z>I*M ^m 9 

HP U o f ] U m ^：0 9 其中的任一邻域，所以 M 不是 Hims- 

dorff 空间. - 

<=. 任取饥， m’e 从， m ^： m \ 则 m-m’％0， 所以必有 
― n ,使 J"M9 饥- W •令 

U m = m + I n M, U m » =m / +/*M, 

假若有那么立得 

b 
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m ff :m + am x = m / + bm 2f a f b ^ I n f 
即有 m — m ’ = bm 2 - am 1 ^ : I n M f 

4 

这是不可能的 .I 

oo 

引理 2 任取 Af 的子集 L ， 则 L 的闭包 z = + 

B - X 

证明设则 m 的每一个邻域 m +7 ■” M 都含有 L 的一 
个元素 k ， 即 m + pM 3 Z „, 也即 + 立 

得 

Id 

n 冰 I 

oo 

反之，设 e 门 （△ + 则有 m^：L + /" A /( V ^ = 1,2, 

«-i 

…） • 即有使 mek + PM , 所以 meZ.I 

一个有璉的问题是：设 W 是 M 的子模，那么 W 可能有两个不 

J I ' ^ 

同的 /-adic 拓扑 • 其一是把 AT 看成5*模（不是看作5 •的 子模），如 
此可得出 W 的一个 /-adic 拓扑； 其二是先考虑 M 的 /-adic 拓扑, 

再由此拓扑在对的子集 ALL 引生出一个拓扑.下面的定稱将说明 
这两个拓扑是一 致的， 

定理 6,31(Artiii-R ees 引理）设汉是诺德环， J 是理想， M 
是有限生成的 j 模， W 是 M 的子模 • 那么，必存在正整数?■，使 
得当 n>r 时，我们恒有 下式： 

/”‘ Mn ; v =/*_ r (/ r A / nw ). 

•. J ■ 

说明如果定理成立，我们就有 

I n N <^ I n M (\ Nc : I n ^ 7 O t M [] N )^ I n ' f NczI n '' t M (] N 9 

所以 PMflW 与规定了 AT 的同一个拓朴 • 

证明令 r 是变数.考虑 

’ S / = ® f^x^SCx], 

f -0 

设/ = (、•••,~)，不难看出以 =^0', …, ap ]. 所以&是诺 
德环 • ^ 
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同法，令 


= © I*x l M 9 
< -0 

对于 cx i m ^： I i x i M f 定义 

( bx f )( cx f m ) = box i + + + 

立得 M ' 是 & 模.我们又令及 WM 的元素为 I ’次齐次 
元，则成为分次环， M / 成为分次& 模. 当然， M 的生成元 
集也是的生成元集，所以也是有限生成的没/模. 

令 

n ， ={2 2 3 i x，： 

l WR J 

显然是的一个子模， 所以 N ' 也是有限生成的以模（为 

什么?） • 令{心* # 1 ，…， n qV «} 是的一个齐次生成元集，此 

■ 

令^* = 11^叉{<? 1 , •",〜}• 任取 mGPMfjW , 此 

■ 

处则所以 

L 

r 

? 

mx n - ^ {a { x n ^ B 0( n i x§ O ^ a i 6 / 

于是，我们得出 

e P_ r 厂彎 • iT ^i (/ f Mf | N ) # 

但 所以 PMfliVc ：/- f (/ f MnA 0, 皮之，显然有 

I n Mf ] Nz ) l n ^ f O r ^ f ) N ). I 

b 

定理 6.35( 交集定理）是诺德环， J 是理想， M 是有限 
生成的 S 模， 

09 

1) 令 JV = 则有 J 7 V = iV , 

f - 1 

«0 

2) 如果 / Cradp 〉， 则有 fV M = {。}. 換句话说，从对 

1-1 

/-adic 拓扑是 Hausdorff 空间多 

_ 

«• 

3) ( Krull ) 如果 / = rad ( S )， 则有门 /•=(())• 特别是当 

«-1 
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农为局 部环， j 是它的极大理想时， 

卜1 

证明 1) 当 n 足够大时， 

iV= f ] I n M = I n Mf\N = /(/—1M n N ) dINc ： N 9 

所以 JJV = iV. 

2) 用中山引理， 立得. 

3) 是2〉的特例 • I 

系 (Kmll) 设 S 是诺德整环，/完 S 为理想•那么 

W 

fV_ = (o). • 

» - 1 

证明令〜=门/_， 则有 IN = N . 仿照中山引理的证明， 

鼴_ 1 

读者不难验证必有一 ae /, 使 ( i+fl)N = (o >. 但 i+ fl ^o( 否贝 ij 
1 = / = 汶是整环，所以必有 w = (o). | 

m 

当门广=(0)时， S 不仅是 Hausdorff 空间，而且是一个度 

H - 1 

量空间 • 我们引入一个“距离”如下：令 

v ( x _SO = sup{n： x-j/G^ 8 }. 

应用 ru- = (o ), 立得 

y(x — .y) = oo^=3^x - y = 0 < = y m 

定义 

啦,犮）=广 ( *-*°， 

其中为任意指定的大于 1 的实数 • 我们要验证适合下 
面的三个条件，因此是一个距离： 

1) 4(尤，夕)>0，忒0：,夕）= 0令今 x = y; 

2 ) dix t y)^d{y,x)i 

3) ( 三角不等式） d ( x , z )^ d ( x f!/ ) +4(y,«). 

1) 与 2) 两条是明显的 • 对于 3), 我们要证明更强的3 7 )* 
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3’）（ 强三角不等式） dOC)<raax(ti(w)〆 (夕, z)). 不难 
看出，30即是 

吵 — z)^min(v(x - jf ), v(y - 2». 

事实上，设上式右端等于 Z ，则有 

x — y，y — ==^ (x-y) + {j/ - s )^： 1 1 =^*x - /* 

在距离 A>，iO 作用下， $ 是一个度量空间，而且由距离 Vx , jO 
引生的拓扑，即是原来的 /-adfic 拓扑. 

以上的讨论容易推广到5•模从上去. 

在任何度量空间 M 里，我们都可以取它的完备化集 • 其作 
法与第一章§ 6 “p-adic 数与赋値”中的作法大同小异，我们略 
述如下 • 

M 的一个序列0^,%, …，… ，…）如适合下面的条件，则称 
为一个柯西 序列： 任给一个实数 s>0, 必存在一个正整数 iV(e), 
使得 

两个柯西序列 Oh,m 2 ，…， ，…）及…， mi, …） 称为等 

价的（记为…， m n ，…）〜 （m',7? i ’ 2 , …， m’ n ,“.）>， 如果对 

于任一实数 e>0, 必存在一个正整数 W(e ), 使得 


n>N(e)=|>i(m n ,m ； )<e. 


令 C(M) 为 Af 的所有柯西序列的 集合. 定 义沧二 C(M)/ 〜，贝 
称沧是 M 的完备化集 .. 


设$为拓扑环， M 是拓扑模，都是度量 空间. 如上定 


义它们的完备化集 m 我们可以看出 A 是环，没 是汷的 


子环，$到 A 的认同映射 a 是如下定 义的: 


(7: S->(S,S,“.,S, •••)— 々 • 

奸且 ifir 是及模.与第一章§6完全一样，我们可以证 明及, jfir 都 
是完备的，即 
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•§ = A, M = ]Sl ^ 

定理 6.36 设没是诺德环，对是有限生成的&模，贝 


jgf = ^ * M # 

r 

证明设况= 2 任取飨6沧•令 

1-1 

h 

v- 

fh - [0»i …, m: ， …)] • 

(即 ( m 〗, mi , 在柯西序列集合 C ( M ) 中所决定的等价 
类） • 我们有 

m n +1 ~ m !« 6 ”M ， 

其中〜为正整数，且 n — oo 时 s tt ， oo . 不难看出 



故 

令 









r 



其中 

b n i = ^!i + … 

不难看出 Gif …〉 是汉 的一个柯西序列，故 

P 

r y 

俞= I ][(々 ii /2 i ， …夕 ft *， …〉]饥 

i ^ I i ^ i 

反之， 显然有 l 
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例 21 考虑 

此处 p 是 z 的一个素理想 ， p = ( p ). 又令 i ， 为^•对理想 p 的 
完备化环，则仝，是 P - adic 整数环(参考第一章 §6), ， 

考虑 5* =/ CO ! ，…， d ，/ = 0<： v ,、). 则&对/的完备化 
环为 . ， 

= {2^i l i 2 ...i | ,3cl 1 ^2 2 -^*^ a i l U' i n^ K > 6>0}, 

即 A ： 上的元形式 幕级数环. 

例如，取兀=及或 C ， 则下列都是形式幂级数 

00 oa 00 

S 乂、 T]n n x% y\n^ n x% 

ft ^ 0 H » 1 « 1 

它们分别是函数论中的收敛幂级数，发散幂级数及整函数 • 可是 
在我们的考虑之下，它们都叫形式幂 级数， 在函数论中被驱逐出 
境的发散幂级数，经过代数学又回到数学的领域了 • I 
一个环 k 上的形式幂级数 

可能有无限多项，因此无最髙次项，也沒有次数 • 自然，它有首 
项，也有最低次数，称为阶数，记为 “/)• 它也就是我们在引 
入距离 4(^0 时所用的 

vCf) =sup{m: fe(x 1 ,^,x n ') m } % 

一 般地，我们有 

1) "(/)>0 ， y(/) = 004*^/ = Oj 

2) K /. P ) X /)+"( P )» 

3) vU +^)> min ( i /(/), t /(5» # 

当 Srr / CUx , ，…, Xj ] 的常数环 / C 是整坏时，不难看出， 2) 被 
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下面的 f) 所取代 《 

2’） V (/*^7) = y (/) 

由 1) 及20,我们立刻导出：如果兀是整环，则尺[[&，•_•〆《]] 
也是整环， 


如果尺 是诺德环，那么我们可以证明凡 [Ou 也是 
诺德环 • 证法 有二： 一是仿照定理 3.26( 希尔伯特基定理)，只是 
我们要略加修 改：令 

/ n = {^«： a n x n +a n+ 1 jc » +1 + … 以 }. 

读者试自行完成这个证明 > 二是下面的定理 6. 39 的系. 

一般言之，如果$是整环，那么 A 不一定是整环 • 我们以 
下面的例子来说明这个现象. 

例22 设没=及[>,夕]， 夕适合下式： 


Xj / - x 3 - y 8 =： 0. 

读者试自证明，对变数而言， f ( X t Y )= XY - X ^ Y ^ ^ 
不可分解的 • 因此 

是一个整环 • 令/ = Oc , iO , A 为 S 对/的完备化环•则 

5 = A [[ x , y ]], 

而且 W 仍适合原来的 等式： 

- X 8 - J / 3 =： 0. 

故 

可是，在及中是可以分解的，即 

/( x , y ) = (m + - a ： 2 + •••), 

所以，我们有 

X 一夕2+…年0， y *欠2 + •• •年 0， 

但 

J 

(X — j /2 + •*•〉 （ 夕 一 x 2 +•••):=(), 

因而和不是整环， 
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用几何图形来说明（见图 6 . 2 ), 多项式 /( AT,y> = 0 的解是一 
条代数曲线，而形式幂级数 /(x,y) = o 的解是两条解析曲线. 



I . 多项式 /(m = o 的解 

It 虚线内，相当于幂级数 = 0 的解 

m 6.2 


以下我们逐步证明，如果$是诺德环，那么及也是诺德环. 

I 

我们先证明： 

oo 

定理 6. S 7 设 5 是诺德环，/是理想,门 1>1=±(0) ， 5 是 

5对 J - adic 拓扑的完备化环，/ = (见上定理）， O ^ S ) 是 
S 的与理想/相伴的分次环，是 A 的与理想 f 相伴的分次 
环.那么，我们恒有 

证明因为= " A ) * =厂詹 （* = 0，1，2, …）， 所以 

I f f]t i+l = I t+ \ 

考虑映射 


■ 

其中 T 为认同映射， C 为典型映射 • 显然，上面的映射引生出的 
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疗： p // f + i (= 厂/厂 n /* +i ) — >/ v/ ,+i 

是单射 • 任取 6 = [(\，•••，&„，"•)]€/% 则存在 6 e ，使 

[(办1， … 九 ， …）- (b ， …， b , •*•)]€/ ,+1 # 

于是 6 = [( va …）] e 厂 r ^ = / f ，且 

cr(£0 =o*d … A …）. 

所以次是满射，也即厂/厂 +1 =/ V/ f + 1 •自然 

我们以前已证明，如果 s / j 是诺德环,/是有限生成的理想, 
那么也是诺德环 • 现在我们要推出部分逆定理. 

定理 6.38 条件如上定理 • 设 M 是及模 • 如果 G ; ( M ) 是有 

限生成的七（5)模，则 M 是有限生成的 及模. 

证明令（仿是 g ，( m ) 的一个齐次生成元集 ， «,e 

琴 

I * 

/ • iM // N +1 M # 设 广 fM , 使得 = 我们要 

证明 {« h , …， 〜} 是 M 的一生成元集 • 任取 meM ， 设 mefiM , 

则广可以写成 , 

■ 

n 

i ^ l 

于是 

n 

m il) = m - ^a nii m i ^ t n zMc ： t n % 

i - 1 

再令 

P 

11 

fn <l) - ,■• 

f -1 

依此 类推. 因 为;？ 是完备的，所以 

00 

a t = 

i - i 
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我们考虑 


n j—co, 


m - 八,， 

i ~ \ 

立得 

n oo 

m — n / B -= w . I 

i - 1 i - 1 

定理 6.39 条件如定理 6.37. 我们恒有 A 是诺德 
证明汉 是诺德环幻是诺德环=> 是诺德环 

(在上定理中取 M 为 A 的任一理想）是诺德环 • 1 

系设尤是诺德环，则 Kdh , …,％ ]] 是诺德坏，此处 
々，••• 〆 》是变数， 

证明令汉=尺[>1，•"，、]，(太1，•“,、)•那么， 《对’ 

的完备化环及 = K [[\， …， 〜]]• | 

我们现在回到形式幂级数环 KUh ，…, X „]] 的讨论.在§3 
中，我们建立了多项式环 ] 与仿射空间夂"的联系， 
此处 K 是一个代数封闭域.我们能用同样的方法，用 ^[[4 ，…, 
〜 ]] 建立几何学吗？问题是对任意的 ,&]], / = 0可 
能无解 (/ 是可逆的）或/ = 0忟有原点 (0,•••,()) 为唯一解 (/ 是发 
散的).例如 

f C X If = = (’I + ’*2) f 1 + ’ 2 尤 1 ljC 2 2 * 

如果我们用 §4 的谱集，则可避免这些困难 • 另外一个方法，设 
凡 = (或下一章所谈到的“赋値域”），那么我们可以考虑 

介于叫 ，…，“] 与 KOX ，…，〜 ]] 之间的收敛幕级数环 K {{ x lf 
… 〆 《}}，其义如下： 

p 

凡 {{ x i , …， x n }} = i 1 :存在 丑 e 及，使得 

此时，我们可以用 K {{〜，•••,〜}} 建立解析 几何. 请注意, K {{〜, 
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•• w }} 对理想 ( A , •",〜) 的完备化集，也是兀 n > Wn ]]. 
应用下面的恒等式： 

—-—=1 + x ,+ x 2 + ••• + X n + •••， 

1 -X 

我们立刻可以 知道尺 [[ h ，…，、: 1] 中的可逆元 • 事实上， f( x h 

是可逆元令令 /((),"• ，0)是 K 的可逆元(在尺是域的情形 
下，这就是说 /((),•••,0) 卑 O ). 证明如下： 

*=». 设 /(A ，… ，〜) 可逆，则有0(4, …，〜 ) ，使 

/(々•••,30.0(、，…， X n > =1， 

即有 /((),•••,0) P (0, •_•，()） = u 
<=•令 

/( x lf — »^ n ) ^ a + g ( x lf — f x n ), 5(0, —,0) =0. 

则 

/( x l ，… 〆 ft ) = a ( l ，杈 ( x l ， …， X n ))， &(0，”_,0) =()• 

oo 

于是 /- 1 = ^ _1 (l + s ( A ( x l ，》) v ). 

其中 当 i -^ oo , 

所以广4耵[巧 ，…， x tt ]], 

我们有下面的重要定 理. 

定理 6.40 ( Weierstrass 预备定理）设兀是域， / Oi ，…， 、> 
€尺0>1,… J *]]， /(0, •*•,(), x „> 年 O . 換句话说， f ( x ir », x n ) 
中有一项似5， ^ 0 . 那么 

1) 任给0(6, …， 欠》〉€^[[尤1，•••，、]]，必存在唯一的 

AIOi ， … ,、]]及 r € ，、- i ]] l > ii ]， 使 

g = df + r f v (/(0,“.，0, 〜) >> deg 〜 

2) 存在唯一的可逆元 ，… 〆 《]] 及对％为首一多 
项式的 /* €使 

/ = ^/*j "( KO , ••• ， 0 ， n )) = < ieg Xl( /** 

I 
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证明 1) 堆一性 • 设有沒= 4 / +r =心/•贝 |J 

(d - d’）f = r f - r . 

假若 "_ r ^0, 则有 

y (( d (0，"•，() ^ n ) 一 （0 ， … ，0，、））•/(<) ，… ，0, x „)) 

=f ( J (0 , ,0 , x n ) - cT (0 ，… ，0 , 戈 tt )) + u (/(0 ，…， 0, x tt )) 

>— 1 , ( r, — OX " (0,-,0 ' n ) - r ((0, … t 0, x n )) f 

、 

这与 （ d - t )/ = 〆 - r 矛盾 • 故必宵 r = r ’， 也即有 d = 

存 在性. 令及 x n -1 )/2. 设 


2 f i x hy Ii G ^7 


% '0 


P (/(0, …，0,〜）） ; 


S K ， 


/* 


0 ^ I < 


( 2 /^) / 


X 


n 






则:], /* 是研：[>„]]=尺[|> 1 ，…〆 „]] 的"了 逆元， 又令 

=-////*， 

则 femllh ]], 且有 

/=/ / + xj /* = (xj - J )/*. 

为证明存在性，我们只须找到一个 de/qih ，…, x ft ]]， 使 


9 一 及 f 6及[:»]， 


且 


deg Xj | (5-4/)</. 


也即只须找到一个 3( =/W ), 使得 

这里 s = g 9 即任意给定的幂 级数. 我们由0及 f 去逐步求解3 
如 下：设 


( 1 ) 




^EfiXl C / iem ). 


f 
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〆 


令 《 = 0 ， 1,2 ，…. 我们归纳地定义 
(2) ^Oe = 9l +e^ V 

l 4 9 

⑶ 穴 + 】, e ，i + e 一 j ， V ^^0j 

i -0 

e^U V »>0* 

那么，易于看出 … 

⑸ deg * (卜 ( i 0 jcJ )< Z ， 

n 

(6) deg a . a (- i tt +1 x , +^ tt J )</, V «>0. 

IHT-Jj6m, 不难逐步得 Ml 

V w>0, e>0. 

令 

3 = S 4 « = S 2‘ x : 

«>0 u >0#^0 



此处« = ；2 4 ^6/^显然，利用 (5) 与 (6) 二式及下式 

U >0 

OQ 

券- d Q xl n + 2 ("" 心 + ld + U ) =穸- W - 7)5， 

U - 0 

即知3符合我们的要求.本定理的前半部得证， 

2) 同 1) 一 样的，令 J =没(/(0,•",(),%))•应用 1), 令穸= 
x “ 于是有 

xI n = d f +r 9 rG^[^„], ^Sx 9 r<l. 

即 

xi - r = df . 

在上式中，令 A = *^2 = … = Xn -1 = 0，此较两侧％的 阶"， 立得 

l > v (xl -r(0, — ,0,^„» =v(df) 

= y ( d (0 ，…， 0，〜）） +,• 
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午甚必有 

故有 


v { d ( 0 ,* 9 ^ 0 , x n )) =0* 


CO 

4(0, …，0,〜）十 

I 叫 

所以 


a f ai^ ： K 9 fl^O. 


4(0，" ,0,0) = fl-VO, 
也即 …， 、) 是可逆元.我们令 



jcJ - r = /* 



即得本定理的 2). I 

讨论 1) 上面这个定理，把形式幂级数环^[[巧 ，… ，、: I ] 
代数化了.仿此可以证明收敛幂级数环尺{{々，•••'》»}}的 Weieir - 
atrass 预备定理.许多解析几何的定理都可以从这里导出.例如, 
设 A * = C ， 任取 / GCHa ，… 〆 n }} ，令 

/ = /l(^U—,^n) +/i + i ( 尤 1, •••'«) + …， 

此处 / i 是 i 次齐次式，如果适当地选取坐标 

« 

Vi = 2 叫 x, ， 

i - 1 


不难看出，我们可以假设 

/i(0, … ， 0 ,、） =axl («=^0). 
于是，根据 Weierstrass 预备定理，可得 


f = Sf* y 


其中 S 可逆, 


/* 




在原点附近，5年0,所以 


»/* = ()• 


易于看出，任取心,充分接近0,则由/* = 0可以解出 i 个 
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A 的値， 这就是说，在原点附近，/* = 0的解形成一个解折多样 
体，而它是的原点的一个邻域的/次覆盖(可能有分支点). 
2) 从代数的观点来看，立得 

XIIO! ， •" 〆《]]/(/)= 耵 IX ，… ，、: ]]/(/*)， 

所以它是 Kllx lf ^ ，、^]]的一个整数 扩充. 请与诺德正规化定 
理相比较. 


习 娌 

1. 令 ,欠2, •",、]，其中尺为环， (^1,^2, — , 

心) • 证明 S 的 /- adic 完备化环为 

2. 令 S =尤[丈 1，：2，." An ]%%，"，*,〉 ，其中尤为域，/= 
…， x n ). 证明汉的 /- adic 完备化环为 

良： 足[[尤1 * h ，… ，欠 !!]]• 

3. 令夕=^(| 0 ，其中 P 为素数 • 令 i ( p ) 为$的 p - adic 完 
备化环 • 证明立<|0的比域为 Q P (参见第一章 §6). 

4 • 设及是诺德环，/是及的理想，尺的 /- adic 完备化环 
记为 A . M x ^ R y 以*表示 X 在认同映射及 -► A 下 的象. 证明 
x 不是的零因子&不是身的零因子， 

5. 令及 = -沪)，/ = 证明只是整 

环，但它的 ^ dic 完备化环 A 不是整环. 

6. 设及是诺德局部环， m 是及的极大理想 • 证明 S 是 * 
的极大理想* 

7. 设及是环，/是只的理想，^ = 1+/, 则改是 及的乘 
法封闭子集 • 证明环映射 

f : S 1 — 飪， 

T o 

7 t n ^ r(l — a + a 2 — 


C 丼中 aeo 是嵌入, 
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8 . 设只 造诺 德环，/是尺的理想，％是有限及模 • 证明 


p| /"M = P| ker(/ n ), 

« - 1 m 

其中 /» 表示 m 到的认同映射，上式右端的交是对所有包括I 
的极大理想 m 取的 • 

9. 设只 是环，/足及的理想， M , AT , SV 部是尺模，且 

0—> M ^ N -^ S — >0 

正合.证明在 /- adic 拓扑下， /j 诱导出 A 模映射 f，L 使得 

A A 

0 ― >M-^->A r - L - >/§ — >0 

正合 • 

10. 举例 说明诺 德环及上岛非有限生成模 M 在 /-adic 拓 

扑下的完备化不一定等于 AM (这里 J 屉及的一个理想 )• 

11. 令 /(\iO = 夕 2 + 夕 3 — 参考 Weierstrass 预备定 

理，求^^>,\00,(1 2 00的次数小于3的项,适合 

/Oc,y) = 5(x , 友 )( 夕 2 +a t (x)y +<i 2 (x». 

§ 9维数论（2> 

在§6中，我们讨论了维数，幷证明了定理 6.26: • 

dim 5 = sup{dim S u ： m 是极大理想 }• 

因此，维数被局部化 r， 了解一个局部环的维数是很重要的 • 

在§ 7中，对于一 部环《，我们讨论了分次环105>,此 
处 m 是 s 的极大 理想. 3我们把 AOS 1 ) 当作 (?•(&) 模时，又得出 
了它的 Hilbe!■ t 特征多项式 d (幻 . 我们曾用例子指明 d = deg xS(x) 

即是 维数. 在本节中，我们将对局部环给出证明.先引入下 
面的定义. 

定义 6. 19设$是一个诺德周部环， m 是它的极大理想*又 
设/是一个准素理想， v/T = m , 则称/是 f 的一个定义理薄， 


SQ 


讨论 1) 根据希尔伯特 y 定理， 

r (/) = r (v/T ) = r (m) = {m}. 

2) 令 m = 那么，当 s 足够大时，显 

然有 m*c:/c:m, 反之，如果存在 s, 使 m*cr/c:m , 则/是准 
素理想，八了 = «1•即， 

/是定义理想令今对某个 s, m*c：/c:m # 

3) /亨定义理想令令 /cm , 且 6*// 是 Artin 环. 说明： 

令石是了的素理想，则故 

p = = m , 

即有 dimOSyJ )= 0，所以 S // 是人1^11环. <=• 取/的简略 
准素分 解/=门~. 如果有 P , = v / r 7^ m ， M PiSS , 因此 
dim(5-//»j .. 这是不可能的 • 所以/的简略准素分解必然是 
1 = 1， v/T = m , /是准素理想 • 、 

引理设/ ， A， …人是环《的理想，而且最多只有两个 L 
不是素理想 • 那么， /czU /,=今存在一 个；， 使 /e/,. 

证明我们对 n 取归纳法* n = 1时，本引理显然是正确 
的.我们现在考虑 n >1的情形 • 如果存在某个/ ,使得 

Jc :\ Jl i9 

t 轉 i 

■ 

那么用归纳法，立得本引理 • 因此，只须考虑下面的情形： 

' ； = i, 2, 

卜/ 

现在证明这是不可 能的， 

若发生上述情形，则存在 

八 U,， （，=1,2, …， n). 

卜 1 

巳知 /CLU ,， 立得如果 n=2, 我们得到 

' a i +a 2 € J 

于是 〜+ a 2 e/! he'. a t 两者都与 
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的选法相违，因此是不可能的•设 n >2.那么至少有一个 L 

是素理想，不妨设 A 是素理想，考虑下面的元素 

于是， « ieA , 七,… ，〜乙. 任取/ > i , 则 

所以 / 9 &e U 八•这是一个矛盾 • ■ 

讨论如果环况〕尺， 尺是 无限域，那么在上面的引理中，不 
需要假定任何'•是素 理想. 此时，$,/,/都是 / C 向量空间 • J 
二 / n ( uh )= u (/ n /丄 当/ ( V # /时，/不可能是子空间 

(* = 1,，”，《)的幷集. 

定理 6. 41设$是诺德局部环， m 是它的极大理想.则下面 
三个数字是相同的： 

1) dim S f 

P 

2) 任取5 1 的一个定义理想 J , S •对/的 Hilbert 特征多项式 
；(?<>〉的次数 #5^)=4 

3) n = inf { A ： (七 ，…， 〜）是 * S 的一个定义理想 }• 

证明首先我们要说明， 2) 中的4与定义理想/的选取无 
关.这只须说明 


degx200= degxfW 

就可以了.事实上，由于/是定义理想，所以有正整数 


使 


* 



_ 


故对任意正整数 


有 


而当足够大以后，我们有 MG ) =/(5 , / mORxf (0 “( S / V 、， 

所以 


x 2(«0> xf (0>>;2(0* 

令 *’ 400，即知<16名；^00=(!吒；^00* 

下面我们证明 n > d ， 以完成本定理的证明 • 

1) 证明 对 i 作归纳法*设 d = 0,则当 I •足够 
大时, 
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/-i 

是常數 i 子是名 ( 厂 / 厂 + !) = 0, 即厂 =/* + 1 . 应用 Nakayama 导 I 
理，立得厂 = (0). 由于 / 是定义理想，故有正整 s , 使 m*c/, 

于是， m ^ c /' =(0) # 根据定理 6. 29的系，汉是 Artiii 环，即得 

dim S - Q « 

现在讨论^>0的情形 • 任取$的一个素理想链 

m = p 。 翠…翠 P /， 

我们只要证明 Z <4就足 够了. 考虑 S/p ” 这是一个整环及局 
部环，它的极大理想是 m / p ,. 同时我们有 

(m/D r = (m r +p l )/p n 

(^/ P / VOn / p ,)^ = (5 , / p ,)/(( m r + p i )/ p ( )^5/( m r + p ,). 

于是 

， (CS7P ， )/(m/p,V) = ， 0S7(m f +p,))<f(S/nr). 

也即 d(S/p 另一方面， 

ra /P/ = Po/P/^Pi/Pi = (0) 

是 的一个素理想链*显然， 

l^d^S/p l ')=^l^dCS') =4. 

所以 我们不妨假定 P , =(0)， s 是一个整环 • 现在，利用这个假 
定，继续我们的 证明. 任取 考虑、 S /aS = R. 
显然 

m/aS^p l /aS^*»* i^i/dS 

r r 

是及的一个素理想链，它的长度是 z - u 如果我们能证明 

一 1 3 4 — 1， 

那么，应用归纳法假设，立得 

下面证明穴只)我们有下面的算式： 

iaS/aS)/(m/aS') r ) =l(S/(m r +aS)) 

-l(S/m r， ) - i (( m r +aS)/m r ) 
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应用定遒 6.34<A r tin-Re es 引理)，存在一片，使 

m r 门《5 = m r “（m* OaSyaam ^^ 

于是 KaS / m r ^ aS ^ HaS / axti ^ 1 ). 

另一方面，我们巳 设沒是 整环， a^o, 所以映射 

a *： S -^ aS f 

a *0) =ab 

I 

是一个模同构 • 因此于是，得出 

l (( S / aS )/( m / aS ) r ， )^. l ( S / m r ) - l ( t aS / am r ~ k ') 

= KS/m^ - IdS/m r -*) = xSCO - x2(r - 4). 

, j 

已知 MOO 是 d 次多项式，显然 J； 面的差最多是 r 的 d - 1次多项 

式.因此我们得出 

d ( R )= d ( S / aS )^ d ( S ) -l, 

2) 证明 dim5>n. 前面已证 dim 对 dim S 取归 

纳法 • 设 dhnS^O, 那么 S 是 Artin$. 应用定义 6. 19的讨论 

_ | 

3)， （0) 是的定义 理想. 按照通常的约定，空集〆生成（0〉. 

因此 fi = 0, dim S ^ n % 

I I 

现在考虑 dim S>0 的情形.令〜，… 是多 的所有的极小素 

T 

理想(参看定理6,22的讨论4)夂应用上面的引理， met Up ^ 

i - 1 

令 r 

a em 9 e u R = s / aS - 

i - 1 

我们先证明 dim R^dim S - u 任 取及的 一个素理想链 

Pi /^ P \/ aS 9 

此处 P( 是 S 的包含 aS 的素理想.那么 p{ 必然包含一个极小素 
理想 P,. 又因为 aep;, «6Po 所以 P; 翠 P ,. 于是 

Pi 完 p (翠…笔 

是没 的一个素理 想链. 我们得出 dim 5-1. 

应用归纳法假设于只，立得 R 有一定义理想其生成 
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元个数不超过 dim/? = I 设此生成元集为{心，…4 J, 其中 

= 1,'** ,<c). 不难看出/是 《的 定义理想，^ = i a t a \ r ^ y 
fl i )， 其生成元集的基数 < dim 及+ 1<心111^ 

3) 证明 之定现 6. 33已证过 • 丨 

系1任何诺德局部环^的维数 dimS 都是有限的. 

系2诺德环^的素理想的下降的链必然 终止. 

证明 任取一个素理想的下降的链 

对 P。 局部化 • 在诺德局部环里，我们有素理想链 

… SPn $»。 完…. 

所以它的长度 <dimA e <oo. I 

从上面的定理，我们得出下面的富有几何意味的定理， 

定理 S . 42 <Kmll 主理想定理 ）1) 设 J 是诺德环^的理想， 

/年/由 n 个元素所生成 • 那么.令 P 是一个包含 J 的素理 
想中的极小者，则有 ht(p)<n* 

2) 设 a 是诺德环&的不可 逆元. 那么，令 P 是包含00的素 
理想中的极小者，则有 ht(p)<u 

证明 显然 ,2) 是 1) 的特例，我们仅须证明 1). 考虑局部环 
S 9 * 不难看出，，旣是包含的素理想中的极小者，又是 
A 的极大理想，因此是唯一包含的素 理想. 用的筒略 
准素分解，立即导出是准素理想，以及 

\/ = V ^ p 9 

故是的定义 理想. 而/及，是由 n 个元素生成的，应用定 
理6,40，立得 

ht ( p ) = dim « S *,< n . | 

讨论 在 （[a ，•••〆„] = s 中，任取 / ec ， 应用上面的定 
理，立得 ht((/))<l, 但是在$中只有 (0) 的高度是0,所以 

I 

令 PU … ，〜是 (/) 的孤立素理想，则 


* 
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ht(P,) = i, r((/»= U^( p ,). 

以 codim 表示余维数（参见定义 6.13 的讨论)，则 

codim , ) = At(p { ) = 1, 

故 dim^(p,.) 3 ： n — codim ^"(P, ) = M - 1. 

这就是说， / = 0 的解集是一些 越曲面 的幷集•这即证明了我们 
的一个几何直观 . I 

设* S •是 诺德局部环，是它的敗火理想 ， d = dim 5. 那么存 
在一个定义理想/ =(6 ，… 〆 dh 任何一组如此的 {6, …， 〜} 称 
为5•的一个参 数系. 

令 

K =5/m, 

则尺 是域. 于是 m/m 2 是一个 A： 向量 空间. 令{心，…, s w } 是向量空 
间 m/m 2 的一组基(其中 a,em, nzdimjm/m 2 〉）, 那么，我们有 

m =： (〜，•"，〜）+m*ni # 

应用定理 6.27(Nakayama 引理 ) ，请注意 rad(5) =m , 立得 

m = Oh ，…, a n >, 

反之，设 m =(〜，•••〆„),那么，{心 ，…， a n } 显然是 m/m 2 的一 

个生成 元集. 综上所述，我们得到 

dimZm/m*) =m 的最小生成元集的基数. 

定义 6. 20设 S 是诺德局部环， m 是它的极大理想， 

S/tn = K f 

r 

那么， 

1) 5* 的嵌入维数定义为 emb-dim S = dim〆m/m 2 ); 

2) 如果 dim 汶 = emb-dim S f 则称 5 * 为一 个正则 局部环•令 

m = (x,, —,x d ), 

此处 d = dim <S, 那么 {x , ，…， 心}称为 S 的一个正则参数系 • 

论讨 1) 根据定理 6.41, 对任给的诺德局部环5 1 ，恒有 

emb-dim ^^dim 

2) 正则局部环相肖于几何上的平》点或非哿异点，非疋规 


局部环相当于奇异点或非平滑点 • 参见下而的例子* 

例 23令代数封闭域，我们巳经知 


道 

n = dim R - sup{f； Z=dimi? m> m 是极大理想 } • 

棵据希尔伯特零点定理，段的极大理想 m 皆形如 ’ 

tn = (h-fli ，" 一 a ft )， a i^ k. 

不难看•出 ,， 在平移映射勾 = a f 作用下，所有的尺》都是同构 
的，因此，对任给的极火理想阳二^^-七广^〜-^“而言’我 

们恒冇 . . „ 

aim /? m = n* 

t 

自然，{义-\ ，…， x n - M 是只 》 的一个参数系，所以 

emb-dim R m = dim R m . 

+ s 

于是尺 _ 都是正则局部环.換句话说， n 维仿射空间 K 11 的点都是 

* 

非奇 异点. ： .. :. 

例24 令只： C |>, y ； j / O 2 - y 0 = Cl > d]，m = ( HO , 5 = 

R m% 显然， _R〕C[5]，53C[ x ] ( 7,, 而且 S 对 ClXhv) 是整数 


相关的，于是 


dim S = dim C [宏] 


1 . 


另一方面， m / m 2 是由生成的 0*4* 是在 mS / m z S 
中的象 )• 读者自行证 B i 

emb-dim S = dim c (m/ni 2 ) = 2^dim 5*. 

因此，汉是一个非正则局部环，这相应于（0,0)是复数曲线3： 2 - 

y 3 = 0的奇异点* 

对于参数系，我们有如下的定理 • 

定理 6.43 设\是诺德局部环， {6, …是它的一个参数 
系.那么， dim(5 , /(x l ,.»,x d )) = n-J. 

证明令及 =57( f.，d). 显然，（老 d + 1 ，… ，〜)是及的 一 


个定义理想 • 立得 


dim R^n - d m 


反之，令 M 是及的一个参 数系？ 显然，内 ，…， 々，〜 
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…，是只的一个定义理 想. 所以即得 

dim R^n - | 

由于正则诺德局部环在代数学与几何学中的重要性，我们给 
出下面的 定理. 

定理 6. 44设&是诺德局部环， = m 是它的极大理 

想， K = S / m 9 S 是$对 m 的完备 化环. 那么，我们有 

1) 5•是正则诺德局部环令令 G n ( S ) 同构于 rt 元多项式环 

2 ) &是正则诺德局邡 环令令 5 是正则诺德局部环 • 

证明〗） 《=• 显然， m / m 2 相当于的一次齐次式 

的集合，所以 

dimjf(m/m 2 ) ~n = dim 5*. 

==^. 令 m = ( X ! ，…， X n >， 显然， 

，…， S tt ], 

其中我们仅须证明 A , … ，心代数无关就足够了.设 

p 

?年0， 

■ 

I h 

0^(5") 9 7( 无"…，爱 n ) = 2 1 i (^1# ***，® n ) = 0. 

i 

此处？，是丨次齐次式.因为•，心都是一次齐次式， 

是分次环，所以每一个？*(*1, •",**») = L 因此，不妨即设？^是 

一个 r 次齐次式•令 

a ： KlX lf ^ } X n ^ G m iS ) 9 

o(^C I) = ^ * 

再令只=凡[',".,；^]/(?)=耵 m 又设 … 

/〆!）= lengthQ6 尺[宏 1 ， ." ，无 n]: deg 穸 <t }， 
l z (i) = length{^ 6 y - ^n ]： deg 石 <*•}• 

我们耍比较 L (0 与 4(0. 由于 hkercr ， 所以有 

00 MO 0 2 ( O ; 




、 


我们又有 

( b ) 当 I •充分大肘，•的多项式，苴 

deg 山 （0 =dcg x x200 =dim^ = n. 

(参看例19,请读者自证 •） 

(<0当；充分大时， z 2 (0 是 i 的多项式，且 

I* 

deg 山 

上面的 (a),,<b),(c) 显然是矛 盾的. 

2) #据定理 6. 39,我们知道 A 是诺德环.又有 A/m«S/m 

(为千卜么？ ）/ 所以名是及的一个极大 理想. 任取 

(1 - d> -1 = 1 + n + ••• + + ••• e ! 

所以〗 -d 都是可逆元，于是 

L 

， A t 

merad(^)= p| p f# 

极大理想 、 

屮此即知&是 a 的唯一的极大理想 ， 及是一个局 部环. 闲为 

r : ■ 

■ ^ 

G ^ Sy ^： 0 ( mV ^ r；l ) 

I 0 i-0 

所以 dim 5* = dim >§ == 7t, 而直 

Ph? •( 汉 ， …〆 n ] 令今 Qii(A>«^Oi: ， …〆 n ]. I 

:下面这个定理的 i 正明，要用到同调代数的方法，我们不加证 
明了 • 

I- 

定理 8:45(A»«lan<ier-Bu<^sbaiim 定理), 任何正则诺德局部 
环都是唯一分解整环. 

证明请见 Zariski-Samiwl 著 《Commutative Algebra)) , 2 
卷，附录7 或 MqUumura 著 《Commutative Algebra》， 142页* 

从这个定理,我们立刻看出，任何正则诺德局部环^都是整 
数封闭的#等， 

我们很容适证明正则诺德局部环必定是一个整环.设 a 年 
0 ， b ^ rO , ab = o » 令 m r i \ m r i + 1 , ^ 6m r 2 \ m r * + 1 , 贝（ 
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8 em r i / m f i + % a ^ O ， 

56 m f i / m f * +1 , 5年0, ’ 

但 ahoetOS 1 ). 可是 

G. (5) = ® (m “ 1 , … # * n ]. 

这显然是不可能的. 

我们又有下面的重要定理/ 

定理 6.46( I . S . Coh en $理） 设 A 对&是一个完备的诺德局 

部环•设及的特征等于的特征(所谓一个环及的特征觳或特 

征，即是 min { n : n*l = 0， n 为正整数}_如果 n • 1永不为零， 

. ■ 

则称尺的特征为 0), 那么 

泠 ,*•• 〆 》]]• 

■■ \ 

证明请见 Zariski-Sapiual 著 《Commutative Algebra 》 ， 2 
卷，邠4页. y 

讨论 $ 沒含有 一个域 t 时，上定理显然 辱对的 • 如果取 $ = 
^( P ), 5 =砻⑴，显然可见，上面的定理 fe 假 ii : 蓬木可免去的•在 
一般的几何学中， A 都包含一个域，因此我们可以用它的结论， 

I 

习 娌 

* t 

1. 令及 = CQ >, y ]]/( Jc *+ jcy .+ y ). 考虑 ,2>, 

«>2>,它们之中哪些是定义理想？哪些不是定义理想?其几何 
意义是什么？ , 

2. 设及是正则局部环 • 证明 dim 犮=0令今 衣是滅 • 

3. 设只是诺德局部环， m 是极大理想，身是及在 m-adic 
拓扑下的完备 化环. 证明 = 

4. 设 A 是芷则诺德局部环， m 是它的极大理想， m ^：( o ). 
证明 m =^ m 2 , 取证明及/00是正则诺德局部环，且 

dim (/2/( x )) = dim R - l m 

5. 参考上题*更一般地，设及是诺德局部环， m 是其极 
大理想 •设 rem , X 不是零因子，证明 


90 


dim ( R /( x )) =dim 及 -1 ‘ 

6 •设 ，… 为 CO :, x 2 ，… , x n ] 中不可约多项式* 
证明： 

, - 1 - 

〖 df 

( 〜,〜，…人）是/的 ，点而 I 货不全为零 

< 一 > (c [尤 i ，… I ], (/(、 ，… I 〉)） <* j -a :，.“》* n -a „) 

是正则诺德烏部环： 、 

7 . 设只是年， a 2 , …，、 •如果 

(1) (〜, a 2 ，…， 且 

(2) 〜不是 ，…, 〜_々的零因子 （W = 1，2，•*•，《)， 
则森 { of 痛,••弋屯}是一个只 序列. 设兀是域 ， R = X [ x , y f zj , 
a i - x iy ~ l )f a 2 -Vf a s = z (y ~~ I )? 试证 { fl i ， a 2， fl 3} 是只序列， 
而{七一 3 ,%}不是 R 序列 • 

8. 参考上题，设 R 是正则诺德局部环， m 是它的极大理 
想.又设 dim 及= rt , 试证 m 可以由一个只序列{〜,〜，*••，〜} 

生成 • 

9. 设只是诺德局部环， m 是它的极大理想，又设 m 可以由 

R 序列生成，证明及必是正则局部环. 

10. 不应增 Ausl ^ ddr - Buchsbaum 定理，直接证明正则诺德 

局部坏是整数封闭的 • 1 

■ 

■ ■ 
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第七章赋值论 

. - ■ 

§1定 义 

■ 

b 

i 矣者请尜看第一欢§ 6 “ p - adi C 数与陚値” • 在本章我们将 
把那里的讨论充分地一般化.我们先引入： , ■' 

定义 7.1 设 G 是一个加法交換群，如果 G 含有一个半群 G + 
(即 aJeG + =^ + &6G + )， 使得 ，而 

且这三个子集是两两不相交的，那么，称 G 为加法交換全序辞， 
或简称余序群.我们币表示 - G+. 此时，我们有一个佘序, 
其定义 如下： \ 

j 

i 

办 令今 a - />6 P+* 

讨论 1) 读者用 G +是 半群的性质，检验. 

、 - - ' 

矗 

a>h ， b>c ==> 

■ M 

I 

a 〉 h ， c^>d a + c^>h bd f “ n 

* b 

等等 • - •: 

2) 反之，设 G 有一个 全序/‘>”，适命占面的不等式，那 
么，令 C + = {fl : fl>0}， 读者自行检验 C + 辱一个半辟, - G + , 
{0}, G + 是两两不相交的，及 G=(-G+)U{0} UG ^ 

例1及的加法子群 G 都是全序群.易见 

C^(i?_riG)U{0}U(mG)=GLU{0}UG + . 

冏样的， 任何- 个全序群的子群，也是全 序群. 

例2在 G = ㊉ z 中，我(门可以定义一个字母全序： 

G + = {(n 1 ,n 2 ): « 2>0}. 

換一个方式来说， 

(打1，卩 2)>Oi, - m i，h _ m 2 ) eG + 

或 -m,, n 2 >j?i 2# 
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这和査英文字典一样，先看头 f 个数字，如果两个无素有相同的 
首项，再看第二个 数字. 

与上面一样的，设&，••.，(；„都是全序群 • 令 G = 我 

# _ 1 

, 1 

们可以定义一个“字母全 序”： 

G + = {( A , …，〜）••存在一个丨，使 

ffi >0 9 57 = 0， v ；<0. 

现在我们引入赋値的定义. 

定义 7.2 设凡惠一个 '域 ， P = A {0}， G 是一个全 序群. 
如果一个满射"： 以 - G ， 适合下的条伴，则称为尺的一个指 

数炫値，或简称《 値： 

1) v ( ab ) - y ( a ) + t »(6 )j 

2) v(a +^)^min{y(<i) ) i；(^)} - 

讨论 1) 以上的定义中，用的是加法全序交換群 G . 同样， 
也可以用乘 法全序交換群 G * = Gp U {1} UG ，这里: {v 
1} 是一个乘法半群,与加法全序交換群 G 中的加法半群 G + = {々： 

5>0}相 对应. 赋値卩的定义条件，也相应地 改成： 

1 

]*) v(ab) = v(a)v(b)} 

1 

2*) i；(fl + & Xmax { t ；< a ), y (/?)}, 

与下面的三角不等式 3*) 相比，2*>称为强三角不 等式： 

I 

3*) v(a +t)<y(a) +v(b) m 

不过，除了特别声明外，一般我们都用加法全序交換群， 而不用 
乘法全序交換群， 

2) 从迨义 7. 2的条硌1)，我们导出 

vdb)=v(l - 6) =t^(l) +v0) v(\) =0 ， 

0 = ^(1) = v(J> • b_ l ) = y(fe) + 1; ( 厶一 D 

— y ( b )， 

v(ab~ l ) = v(a) + = v(a) - v(b). 

所以，^是从乘法群凡*判加法群 G 的一个群映射 • 
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例 3 1) 第一章§ 6中 Q 的 P 赋値〃 P 是用乘法全序交換群 
= i _ ez } 定义的赋値 • 

2) 令凡巧复变函数论的“在 r = 0 附近的亚纯函数域”，即 
C {{ x }} (参见 第六章§ 8) 的 比域. 令 C = Z . 以 〜(/) 表示/ 
的阶，即设 — : 


/ == a m x * f a m-VO, tn^ Z 9 

I — m 

h 

I 

-么 h (/)= m * 读者自行检验， b 确 实是一 个赋値 
* 3) 令 及 是一唯一分解的整环， a 是一个不可分解元 ， K 

是只的比域， C ? = Z •任取 

H : 

h n eK f a \ b y a \ C$ n ^ Z f 

, 

/ ■ 

我们定义 、 



读者自行检验，〃<»是一个赋値_ * * 

特别是当及 = C [ x ]， 那么， = h (^ o ^ O 〉* y 。 是一'个 
赋値. n： 

4) 令 /f = C ( x , y ), C = Z ㊉ Zv / J . 按照例2的讨 A , G 自 
然是一个全序群•令 

P(/Oc,iO) =ord,/(t ， W T 〉， 

其中 ord f 表示 f 的阶. 则 i ； 是一个赋値 • 

5) 我们可以把 t ； 扩充到整个 iC •定义 t ；(0)= oo , 其中的无 

限大 “ oo ” ，适合下列 条件： ’ 

oo >^, yge^f 

OO ± g CO f 00 +00 =00, 如 一 M 沒有定义鲁 

那么，对于任意的心&€凡，我们恒有 

v(^ab) - v(a) + v(b) , v{a 
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定义 7,3 设 x 是域，及是尺的子坏•如果对于任取的“€允， 
fl 年0而言， Afl - 1 二者之中至少有一个在 K 中，那么，只称为凡 

的一个赋 值环. 

讨论犮的比域显然是 

定理7,1 1) 设及是 域凡的 子环， K 是尺的 比域. 那么，及 

是 K 的赋値环= { a : fl 是/?的不可逆元 } 是尺的唯一的板大 

理想，所以只是局部环. 

2) 设 t ； 是 K 的賦値.令 

= {a: a^K 9 y ⑷ >0}. ’ 

那么，是 iC 的一个賦値环 • 

证明1〉显然，肋是可逆元=» a 及&是可逆元，所以 

b£m ab ^ m f yd $ R 9 

仅须证明 + 便知 m 是一个理想 • 

考虑 a /6 及 6/ a , 二者之一必在 及中. 无妨假定•于 

% 

是 ' 

1 + (^ci/by ^ + by jb ^ /2 # 

假若是可逆元，那么1八€及，即&是可逆元，这与已知条 
件 相违. 所以 m 是一个理想，且显然是唯一的极大理 

H 

想. 

2) 设 则 iKa )< o . 于是 

■ I . 

定理 7.1 说明了，给定一个赋値〃以后，我们自然得出一个 
赋値环反过来说 ，给定 一个赋値环只以后，能不能自然地 

M 

得出一个赋値呢？这是能作到的 • 作法如下（这里我们甩乘法全 
序交換 群〉. 

令 m 是12的极大理想， m *= m \{0}, U 是及的所有可逆元 
的集合， = 如果 a e JR , 那么 r 1 €及，但 neK 所 

^ a ~ l em 9 aeCm *)- 1 , 也即 
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这是一个乘法交換群， "是它 的正规子群，所以 

K*/U= ((m*)_V") U {]} U (m =Gr 1 U{l}U^i ， 

这就给出兀 V " 的一个全序 • 令 t /: 尺 V "为典型映射，那 

么1然有（参 i 定义 7. 2的讨论 1)) 

v(ab) - v(^a)v(b) m 

任取设 a / ki ?， 那么 、 


v(a + b ) 



= v ( b)vh 


+ +)« 办) 


^ max {£；( a ) , y (^)} # 

I 

_ 

所以验证了强三角不等式 2* X 因此，〃是一个赋値 • 

以上由赋値环 k 定义的賦値〃，称为赋値环 a 的典型*値. 
定义 7.4 两个赋値匕,〃 2 ，如果它们的赋値环相等，那么, 
我们称"卜〜是等价的. 

I ■ 

I 

给定一个赋値环及以后，我们可以定义一个映射 


a: K^(R/m)\J{oo} 


如下： 

■ 

<7: 是典型映射， 

C7(fl) = oo， 如果 

这个 cr 就是通常所说的“位” • ' 

定义 7.5 域兀的 一个位是指一个映射 ^-> LU{«>} t 
处 L 是域， a 适合下列 条件： 

1) cr-i(L) 是 A： 的子环， or: 0^(1)一1是环映射； 

2) 如果 fl€^(oo ), 那么 crOr- 1 )^. 

讨论从上面的定义不难看出 ，在 1 U{°°} 中 

I ±oo - I * OO — OO f l ^ L * 



此 ’ 
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00 2 00 ， o • oo , j ， 三无定 义. 

例 4 设 A " = C ( jc) ，L =: C ，"(/〉 = ord tJ _ a )/( jc ) t 
疗 (/)=/( fl ). a (/) 即是 / Of ) 在“位” x = d 的値 • •如杲 cr (/) = 
/00 = oo , 那么， / OO 在位 fl 有一个极点 • I 

上面我们已经说明 ‘了， 给了一个赋値环及以后，自然得出一 
个位 A 反之，给定了一个位 a , 令及= 0^(1)，根椐条件2)， 

^ (7""1(00)) = 0 ^ Lasss^d - 1 0 cr"* 1 … " > 

^6/?,所以，我们自然得出一个赋値环心 

综上所述，这三个 槪念* 賦値^赋値坏只，位心是自然 

对应的 • 因此，从更高的抽象层次来看，这三者是完全一样的 • 
定理 7. 2 1) 设 那么 y ( a +6>= tr ( a ); 

2) 设 1/(七 +••• + fln > = 00 ， 即\ … + fl n =0, 那么，至少有 

两个 使 y ( flf ) = K ~) Z = l , …， n }; 

3) 设 / 是賦値环尺的有限生成的理想，那么/是主理想* 
证明 1) v ( Jb / a ) = v { b ) - vda ) yo =^ b / aemczR v =»1 + 

+ b / a ) = v(Xa + b )/ a ) : o ^=^ v(a + b ) = v ( a ) 9 

2) 不难从 1) 导出.假如…， n ), 则 
有 

"( a ,+ fl 2 ) =*^)0013)， 

v { a t + fl 2 + a 8 ) = ^(aj + a 2 ) = v ( a l )<^ v ( a i ) 9 ' 


• v ( a t + a 2 + … + a n ) = y ( a t ) # 

3) 设了 = (〜,〜)， t t ( a 1 X ^( a 2 ) # 那么 故 

« 2 / a i € 心， a 2 = <ft 2 /a I )a J e («!>. 

所以/=<心)•不难推广到 / 是有限生成的理想的情形 • I 

定理 7.3 1) 如果赋値环只 是诺 德环，那么•此 
时只有两袖可能 : dim R = - dim R = i =^ R 是正则 

诺德局部环 • ^ 
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2) 及是一维的正 则诺德 局部环令今及是整环，且是它的比 
城 K 的赋値环，相应的全序群<?«之. 

证明 1) 因为及的极大理想 m 是有限生成的，应用上定 
理 ， m = ( a ). 拫据定理 6. 41,立得 

dim i ?< l . 

当 dimi ? = 0 时，因为只是整环，所以 (0) 是及的素理想，因而是 
极大理想*假若有尤，那么卜 1 e ( o >. 这是不可能的 • 
所以/?=尺.当 dim 尺=1时，上面所说的 m 的生成元集 { a } 就是 
只的正则参数系，所以及是正则局部环 • 

2) =>• 根据定理 6.46 前面的讨论，我们知道只是整环 • 
令它的比域为凡，极大理想为 m = ( fl ) •任取只，&年0,设 

办 em 、 b ^ m l + l 9 leZ 9 

即 ceR \ m . 那么， <? 是可逆元.现考虑任意的 h/he 
兀(匕年 0) •令 

h ^ al ^ c u c lf c 2 eR \ rti % 

那么， - 

h^h > ^ 1/^2 = *^ 1 /^ 2 ^^. 

所以只是 K 的赋値环，显然， 

v(b) = 在， y(0〉 = oo 

是 A ■的一个赋値，且其相应的全序群是 Z , 

<=. 设 e 尺，使得 = = 任取 aei ?, 设 y ( a ) 

=/• 令办 = a / M , 即£1 = 6^,则 y (6)=0, 即办是可逆元 • 所以 

■ 

m = { aeR : y ( a )>0} = {^ , 6^, 1>1 9 為可逆 } = W . 

现设/是只的理想，不难看出^ = 00,此处满足 

v(a) =min{i/(c) ： 作 1}. 

于是 /=(«/)• 立得 (0) 及 m 是只仅有的素理想 • 故 dim 及=1, 
{*} 是正则参数系•所以犮是一维正则局部环•丨 

定义 7.6 如果一个赋値 t ； 的全序群 G « Z , 那么,,、称为 
(一 秩） 离散賦 値环，简称 D . V . R ., 
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当賦値 P 的賦値环 及|;= 艽时，不难看出， y 的全序群 G = 
{()}• 此时，称 y 是一个平凡賦値， 


我们举出下面的例子，说明赋値的全序群可以是任意的 • 
例5设 G 是任给的加法交換全序群， t 是任给 的域. 令 


定义 


+ — + a n x g n ： a t ek ， AeG , n 是 
非负整数 ， W = 


ax 9 + bx p ; (a + 6)x% ax g \ • bx 9 z -abx g \^ g 2 y 


则 $ 自然成一整环(为什么？） • 令兀是5 •的 比域.定义 

f 

= min {Pi: a i^0} 9 

v ( = v ^ a i x9 ^ > - h^x^o. 

b 

那么，*^是尺的一个赋値，而 G 是它的全序群 • I 

根据定理7. 3 , —般来说，一个赋 値环及 不一定是诺德环， 

它有很多与诺德环不一样的性质 • 请看下面的定理. 

定理 7*4 1) 设及是赋値环， K 是其比域，设有环5 •，/ C 二) 

S 〕 R ， 那么，多是一个，赋値环*设 n 是次的极大理想 , P = nn 只, 
则有 

r 

2) 设 A ,/* 是及的两个理想，那么，必有/^心或 
证明 f l ) 任取 a 兀， a ^ o , 那么必有 a 或 a - K 只匚5•所 
以， 《是 一个赋値环•令 n 是夕的极大理想, p =： rt fi 及， p 显然 
是犮弥一个素理想 w 我们要证明次 =&. 

任取 a = c t beR 9 b ^ v . 那么 gn •所以 

办在《中是可逆元 • 于是 “6$•、我们证明了 

反之， 设如果作只； ijaei ?,. 如果及，那么 ㈡ 
以 CS . 于是 fl ， a 叫即 a 是5*的可逆元，所以 a ， fl - vg ： nite ^ 
crienfl 只 = p =» a =： i / a -我们证 明了汉 cr /?" 于是汉=： 

及，. • <■ 
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2) 设 /在/ 2 . 任取 beh . 因为 = 所以 
a / b ^ R 9 故 b / aeR , b = { b / a ) a ^ aRczl u \ 

定义 7.7 设只是一个賦値环•根据上面的定理，及的素眞 
理想 P < (即1年只,（0)> 对于 “ C ” 而言构成一个全序集 • 它的 
序数称为只的秩，记为 rank /?. 显然，当 rank i ? 是有限数时， 

rank R = dim R m 

讨论 1) 在代数数论中，我们对一秩的赋値有兴趣 • 在代 
数儿何学中，我们对存限秩的 赋値窗 兴趣，特別 s —秩的赋値 • 
汴见后面， 

I 

2) 我们也 pJ 以用一个赋値 " 的全序群 G ， 來定义 u 的秩 • 

G 的一个子群 W ， 如适合 F 列的条件，则称为的一个 孤立子 
群： （ a ) 任取 AeH , 那么，只要一则 ( b ) 

H 是 G 的眞子群（即 H ^ G ). 我们可以证明： （ a ) G 的所有孤 
立子群的集合，对 “3” 而 3* 构成一个全序集 /( b ). 令 P 是的 
一个素理想，那么 

PhG ， = G \0( p *) U “(( P *) - 0) 

(这里 P * = P \{0}) 是从/?, 的素其 理想的集合到 G 的孤立 子群的 
集合的单满映射，而且保持序关系•因此，两者的序数是相同 
的.因而，我们又有下面的定义. 

■ 

mj r 〃的秩定义为 g 的孤立子群的序数 • 

例 6设 {0} 年 Gc ：/?， 我们称这样的赋値 y 为实 醚値. 此时， 

G 的唯一的孤立子群是 {0} (为什么？ ） ，所以 ranfc ：/^ = 1. 我 ff j 
也可以从定义 7.7 直接导出 rank ( i ? v )= l I 令的极太 理想是 
任取的眞理想/年（0),我们只要证明 v / 了 = 就足够 

了（因为此时 (0) 与是的 R 有的素理想，所以 ， l 
= ranki ? l ,). 令0与^€/，任取办年0,那么，对足够大 
的 n , 我们有 

v ( b n ) = n "(&〉> y ( a ), 

flp b n / aeR V9 b n = ( b n / a ) ael 9 即有 〆 T^niw 反过来说，只 
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要 G 的唯一的孤立芋鮮是那么，经过一些初绰数论的、类 
似于 Dedekind 分割的步骤，我们可以把 G 嵌入及 • 综上所述， 

我们知道实赋値即是一秩赋値* 

例 7 设 " 是域 A ■的一个一秩賦値，也即是一个实赋値•那 
么，我们可以定义一个绝对値 “| |„”如下：设尺，则 

, |0U=2-^ = O. 

这也就是把加法交換全序群 G 变成了一个乘法交換全序群 G*d 
及 + (及 + 表示全体正实数构成的乘法群) • 这个绝对値适合（参见 
定义 7 . 2 的讨论 1 )): 

1 *> Wv-\a\ v \b\ v9 

2 *) |a + i | t > < max {| a | 1> ,|^ t) |} # 

此时，域 I 称为一个賦値域.对于这样的域艽，我们可以引入解 
折函数论及解折几何学*先定义 n 元解析函数环，或 n 元收欽函 
数环 …， 、}}如下(参见第六章§ 2 ): 

凡{{欠1 ， … ，欠 》}} = { 2 /i 广* _欠1 1 …欠:存在八及丑 G 及，使 

显然凡{{、…，^^〔^^[々，•••，、见经过它的谱集弓^尺仅々， 
… ，、}}(见第六章)，我们可以建立相应的解折几何学. 

定义 7.8 D 设是 " 的赋値环.如果及 v 3 t ， 此处 t 是 
一 个域. 那么 " 也称为 t 賦値;、 

2 ) 设 " 是々賦値 • 那么，它对 t 的剰余维数 res - dimp 定 

•m 

义为 res - dim fc v =tr 如果 res - dim fc y = 0 ,则 

称”是剩余代数性的，如果 RJm v = A , W 称”是剰余有理 性的. 

引理 1 ) 设 I 是 A : 在疋里的代数闭包，那么，任何一个& 
赋値 S 必定是$赋値！ 

. 2 ) 设&赋腌 y 不是平凡的 ， tr degC 7 C /^：)= n < oo , 那么 

res - dim fc i;^n — 1 . 

证明〗） 仟取 屺适合下而的方稃式 


\ 
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a ’+ 办/’- 1 + ••• + h = 0, 

应用定理 7.2, 必有 ，使 

故 y(a f — ’) jy(&i)-y(&j) =0-0 = 0. 

所以 Ka )=0, aeR v . 

2) 由于 y 不是平凡的，所以年 (0). 任取欠6«1。\{0}. 
根据 1), 即知 xeW 因为 $\{ o } 的元素都是可逆 元), 所以 J 对 
4是超越的.而在典型映射 a : R ^ R v / m v - ZT , < rOO =0, 所 

以 

res — | 

下面的定理给出了 rank i ；( ^ rank D 与 res^dim v 之间的关 

* 

系. 

定理 7.5 设〃是赋値， K 对 / C 的超越次数 

tr deg(JT/fc) = n <oo # 

那么 rank v + res-dim v ^ n 9 

I 

证明设 A 完心是 K 的两个 t 赋値沐 • ％ , m 2 是它们的极 
大理想 • 又设 P = 1^0 根据定理 7.4, ‘ 

irj = (L>i) f 9 = PC^a) »> 

所以 Ll/mi = ([2〉 ，/於(乙2〉，•令无 = ll / m : ，刀2 = L “ pLi ， 
不难看出昃: => t , I ： 2 是艽的 A ： 赋値环，它的极大理想 m 2 / p ^( o ) 
(否则 & = (&),= 矛盾)，所以不是平凡的*显然 

res-dim L 2 - res-dim E 2 , tr deg(X/^) = res-dini L l% 

根据上面的引理，我们得出 ’ 

res~dim L 2 <res-dim X 1# 

回到本 定理. 设 rank t ； = dim /^ == r , 则存在的素理想 
链 

令 ^ = (D • , ，贝！1 
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钕 

T 

n ^ tr d [ eg 〈/ T ：/ 女） > res-dim i ,]>^*^> res-dim L r = res-dim k vm 
立得 n>r + res^dim R v = res-dim v + rank v 9 

(我们常把 v 与 R ” 等同起来，就像在上面证明中把 rank R v ffl 
为 rank % 把 res-dim v 记为 res-dim R v 一样 •> | 

例 8 参见例 3 的 4). 设 K = C(x,iO, G = Z + Z \/ 2 , 

■ ■ 

s 

那么 , tr deg(AyC) =2, res-dimv = 0, rank t/ = l , 所以 

tr deg(/C/C)}>res-dim v + rank v % 

■ 4 

u 

〆 

习 趣 


1 . 写出 Q 的所有賦値， 

2. 设艽是域，找出尺00的所有赋値使 vae 仏 vw 

= 0 # 

3. 设只是唯一穸解整环， P : 是素元， i 正明及 ⑼是赋 値环. 

4. 设々表示 Q 內的 P - adic 赋値 • 在域 /C = Q ( v /" T ) 內， 

对5七±2型素数 p 2 ta = a + 6 v / T 年0 ( a ,&6 Q >, 定义 

* ■- ; 

■ 

■ 

。⑻=如 〆 。 2 - 5 ft 2 )* 

P- 

证明 u 是 K 內的一个赋値 • 

5. 试找出一个整环及及其中一个分母系/>,使及 0 不是及 
的比域夂的賦値环. 

6. 令 ，…， x tt )， 又设〜，…，〜弓及，在 Q 上线性 
无关. 作变換对 /(:!,•••, weco : ，…, x n ] ，有 

f ( x l ，*** , x n ) l —>/( t ° 1 ，…, t *«). 

# 

令 y (/)= or < l /( t * i ，••• 〆 *•>• 对 / jeCJX ，…， x *]， 令 

v (4) = K/> - Kp). 
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证明 ^ Ml ^ 的…•个赋値，幷求 raj lk V m 

7 • 令艽=，••_，„)，对 /( xw r »v〉e 亡，*••，、]， 

定义 

K/) = /(&,••• ,、）中最低次项的次数 • 

又令 M//5) =*，(/)-”(&)•证明"是尤的一个賦値，试求* 'auk y 

及 u 的赋値环. 

8. 设只是一个局部主理想整环， 证明 R 是它的比域 K 的一 
个赋値环，且对应的赋値是离散赋値 • 

9. 设 v 是域兀▲赋値，任取 /oo = 定 

i * 0 

% 

y(/) 

毺 

I 

又令 Hf/gy = 〃(/)- 〃(:幻*问”是否为域几(幻的赋値？ 

10. 续上题 • 设〃是实赋値.我们定义 

v{f) = mia {t;(a,)/i}. 

0 《逆‘嫌 

d 

n 

p 

又令 ^(//P) = y C/) R v 是否为尤(^0的赋値？ 

11. iit 明赋値 " 是一秩的令今^的全序群 G 有阿基米得性 
质,即任给 a / eG ， a >0, 那么存在 n ， 使⑽ >&• 

12. 设 /(W)eC[x，rt , 不可约 • 又设 （ A ， a 2 ) eC % 使 

得 

/(rtj ; a 2 ) ~ 0, 

T . 

H 

但每在点 （ tf l， a 2> 不全为0，令 - ( 

' ， ：：. 

^ = C[x,y]/(/(.v^» =C[r^]. 

又设 m = (f ,歹-〜）为只的一冬极大理想， i 正明只 《* 是只的 

比域尺的一个赋値环，1对应的赋値是离散赋値* 

13. 设只是整环 W 不是域，证明下列命题等价 •• 

0) 及是局部诺德环，丼极大理想是主理想> 
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(2) 存在一个素元 te 尺，使及內每个非零元素^可以唯一 

h 

地表示成 x = ««' 其中 u 为可逆元而 n 是非负整数. 

4 

§ 2賦值的存在及扩充 

j 

设已给一域艽,、是它的一个赋値，赋値环为 Am 极大理想 
为又设 S 是 JC 的一个 子环. 当 /?,；=)& 时，我们称 y 在 s 上是 
有 限的. 例如， ; ic = c(x)，5* = CO]. 任何一个 

及〆 M 

( X — o ) (a ^ C ) 

在&上都是有限的.另有一个 

R v = C £ x^-] tx - h 

I - F 

在 《上是 无限的 • 当只 0 二>汉时，《1„门5 = 0是 &的素 理想，称为 u 
在 s 上的中心_例如，在上面的例子.中， q>] (;r _ a> 的中心即是 
G - a), 相应于几何上的点 X = < 而相应于无穷远 

: i 

点 x = oo . 它在上是无限的，也沒有 中心. 

如果 s 基一个局部环， tn 是它的极大理想，那么是否存在一 

* 

个賦値环及“挺 y 在 s 上是有限两, 而且。 在$的中心即是 m 呢？ 
我 们将证 明确实存在这样一个 h 

引理设 S 是域尺的子环，/是夕的眞 理想， 任取0乓巧兀, 
那么，叫>]是 51a] 的眞理想，或者 MIX " 1 ] 是的眞理想. 

•证明_设/列>] =$[>], 且以 [ P ] dO - i ], 我们要导 
山一个 矛盾. 我们有下面二式 

■ 

(0 A = ^S ^ <a， * b A i ， 

I - 0 

■ 

•1 • 

I 

l 

(2> 丄 = 一 、 [• 

i-o 、 

令 n，/ 为满足 (1),(2〉 二式的最小的正整数，不妨又设 n >/ •由 
«) 式又得 
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(3) (l-h)fl’ = —• 

f -1 

将 （1) 式乘以 (1- %〉后，以 (3) 式代入其右端最髙次项，有 

.-1 / ' 

i-c 0 = (i-〜)2 w 十〜公广、 

卜0 1-1 

将此式左端的心移至右端幷整理,则得到一个系数均在 j 中但次 
数小于 n 的 a 的多项式，这与 ri 的选取相矛盾 • 丨 

定理 7.6( 存在定理 ）1) 设&是域 K 的子环，/是5•的理 
想，那么，存在凡的一个赋値 v ， 使 

I 

R V 〕 S ， 

2) 更进一步，设 5* 是局部环.， m 是它的板大理想.那么，存 
在 7C 的一个赋値 使 R v ： dS ， m w fl 4 ^ = m, 即 " 在汶的中心是 
证明 1) 应用 Zorn 引理•令 

1 

jr = { R ： i? 是 7C 的子环， R ： dS , IR ^ R }. 

显然所以 jr 年 〆 .包含关系 “3” 给出 jr 的一个半序 • 
设 {&} 是，的一个链（即全序子集 )• 令只 * = 我们要说 

明 /^e，. 假设/只*=仍，那 •么有 

i 

1 - qeJ, 办 i6 犮* = u 只“ 

卜 1 • 

I 

于是，存在一个 a， 使 he 化 （ V彳=1,… ,0. 立得以*=屯，与 
只相违 • 所以伙*年/?*,即因此，，适合 Zorn 引 

I 丨 

理的条件. 

令是 jr 的一 个栩;大元. 我们要证明是一个赋値环 • 任取 
0年应用上面盼引理，年叫>]或 
因此，但已经知道 R 是，的极大元，立 
得 /?[< z ] =只或 i ?[ a 一 =/?，月 e 只或 f 1 6尺， 

2) 由于 iem v ，所以 m v f 于是必有 《 »” 门汉： =1^ | 

系1设 S 是一个整环，佴不是域，又设域 KidA 那么存 


106 






在 A： 的一个非平凡的赋値 y, 使得 v 在&上是有限的，即 i^：>SV ' 
证明取没的一个非零素理想在上定理的 1) 中令即 
可 .I .， 

系2 —个域 K 只有平凡赋値令今 K 是素域 Z/ P Z 的代数扩 

域， 


证明 =»• 假若 K 的特征是0 ,则尺二 >:• 应用系1，令 
5 = 则 导致 1C 有一个非平凡的赋値，与已知条件相违•所以 
咒 的特征 P 年 0. 又假设 尺不是 Z/ P Z 的代数扩域，则 存在对 Z/pZ 
超越的元素于是 ^*3( Z/pZ)M. 又应用系1，令*?= 
(z/ P z)ix],, 又得出尽的一个非平凡 赋値. 

令==•令圮是艽的一赋値坏，则 A 91,所以 R V 〕 Z / P Z . 
于是 y 是 Z/pZ 赋値 • 根据定理 7.5 前面的引理中的1>，立得本 
系 • I - 


定理 7.7( 扩充定理）设 L 是兀的扩域.那么，任给 K 的赋 


値环夂》，都存在 L 的—个賦値环 R 

^ R w 门 , j 


使 

? f] K = in 

这里 nw 和 mi 分别是 A 和^的极大理想. 

证明用 Jb 面的定理， 存在 L 的赋値环 R 


使 


R W Z)R 



W 


=>m 


任取则 nen^crm^， 所以 p 在及„中不是可逆元 
因此这就证明了于是也有 

= Wt ,. 

系.设兀是4的扩域 • 那么，尺只有平凡的 t 赋値令 令兀是 t 
的代数扩域 • 


证明==今.任取 aeif . 如果 a 对&是超越的，那么， kW 
有一个非平凡的 ft 赋値环 <：[>] ^ . 根据上面的定理，它可以扩充 
成尺的一个非平凡的&赋値. 

应用定理 7.S 前面的引理 •丨 

定理7,7中所说的&称为化的一个扩充，&称为及议在苽上 
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的限制. 

例3设凡 = C(x j ), 5 = C [ x ^] ( ,, v) . 则妒是一个局部 
环，我们考虑在 5* 上是有限的，而且在 《S •的中心是 (^)5* 的 C 賦 

値^ 


根据定理7,5, 

rank V + res-dim V^.2 = tr deg(JC/C), 

所以 rank v = 1 或 2 • 当 rank t > = 1 时， w 是一个实賦値 (参 见例 6 >， 

res-dim u = 0或 I • 

以按照其全序群 G 的性质又可分成三类： 1) 2) G ^ Z , 

G ^ G^aQi 3) C « Z + Zr , 此处 r 是一个无理数 • 我们分别举 

一些例子如下 • 

1) rank y = 1, res-dim y = 1, G » Z , 令 

不难看出， m v ^ yR v ^ x , m v f]S = { x 9 y ) S 9 K w 是一维 
诺德正则局部环，也即是賦値环 • 又易见只 u / m v « COc / y )， 故 

res - dim v 

又，如果我们用 x - r 代替 x ， 就得 出许多 不同的例子了 • 

2) rank y = 1 ， res-dim v = 0» G^Z % 定义映射 a: C(x ， y 〉 

- > C (( t », a ( x ) = t , a ( j /) = te *, 这里 e 是对数函数的底*因为 

e * 是起越函数，所以 * 与是代数无关的，因此 a 是一个嵌入 
映射 • 已知 C [[ t ]] 是一个一维诺德正则局部环， C (( t >> 是它的 
比域，所以 C [[ t ]] 是 C (( t )〉 的一个赋値环 • 不难检验， 

令=€^((：[[>]]0((：0^)))，即得是 c (m 的賦値环* 
易见 

CL_C[x^] (x , l/) /(x^)C[x,y] (x>y) e/? 1; /m w 

所以 心 /mp = C ， res-dim V =：0,又因为的全序群是名 ， 不 
难看出， P 的全序群也是 、' 
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3) rank v = res-dim v = 0, G 举之, 类似千 
2) 的构造方法，令 

C 《 t 》= { f a t t - t ： {〜} 是 Q 的离散子 集}, 

K II ^ ^ WI 

(所谓离散子集即无极限点的子集 • >读者自行证明 c « f 》 是一个 
任意取 定一个 


h(t)eCm f h(t) =： 

卜 1 

I 

其中 w > 0 , 诸~的公分母沒有上限，我们定义，对于 /( W )6 
c ( x ， yy , 

”(/( UO ) = ord t /( i , A ( 0 ). 

读者自行证明，这就是我们所要的 賦値. 

C 

4 ) rank y = 1 , res-dim p = 0 ， G^Z + Zr 9 r 是无 理数. 

定 义映射 A C ( t , r ), p ( x ) = t , 3 Ct r . 定义陚値 

^ 如下： 

y (/( U )) = ord t (^(/( x , j /»>. 

5 ) ranky ：= 2 ( res -< Jim £； 自然是 o ) • 取 C ?：= Z ® Z ， 用字母 
全序. 定义 K 幻 = ( 1 , 0 )， K ^) = ( 0 , 1 ). I 

从上面这个例子，我们看到 C ( x , JO 有无穷无尽的賦値•这 
是因为 dimS = 2 > 1 的关系 • 我们再举一些比较筒单的例子* 

例 10 1 ) 讨论在之上冇限的 賦値. 设 Q 的赋値 y 在之上是有 
限的 • 令是它的赋値环，是的极大理想，又令 0 ) = 11 ^ 

r \ z . 如果 (p) = ( o ), 那么， z * = zm ： o } 是心的可逆元集，故 

^ 1 

^o = Q , 即 " 是平凡賦値 • 否则， P 是一个素数， z \( P ) 是 

的可逆元集 • 因此及由定理 7 . 4 ,即有 

R v = (Z (P) ) (p) = Z (pu 


于是我们得出了所有在 Z 上有限的赋値. 

2 ) 设 S = K ^ l ^ xy , 此处 t 是域， 设 ZC 的 t 赋値以在 
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公上是有限的，及”是它的赋値坏，的极大理想•令 

(/( x )) = m P n & 

与上面一样，我们得出 /( x ) = 0或/00是一个不可约多项式， 

心=尺或 = ^cW (/<x». 

设兀的赋値在 s 上不是有限的，那么 €4( 否则， R v ] k ， 

= « S ) , 

x ^ em v czR v , m , 
m^n fcO - 1 ] W 1 , R v ^ kLx - l 3 < x - h . 

j 

从几何学上来看，.令 & = C ， 那么 /( x ) = x — a , (a ^ C ) # 于是 
{ C (幻的所有非平凡的(:赋値}<_+0。{00} ‘黎曼球面 • 1 
赋値的用途之一是下面的定理. 

定理 7. 8 1) 赋値环只。是整数封闭的； 

2) 任给域兀的一个子 环没， 那么，5 •在 / C 內的整数闭包及 

是在没上有限的所有赋値环的交集； ; 

h 

3) 更进一步，设 P 是没的一个素理想，，是在5 •上的 中心为 

P 的所有赋値环的集合，那么 

• • 

■ 

I 

心的整 数闭包 5 , = n r v . 

证明 1) 设 xe 咒对及。是整数相关的，如 r 适合 

+ … + a n =0, ateR v . 

如果 xe 及那么以 w 1 去除上式，得到矛盾的_果， 

p 

x= ^a{-a 2 x^ - .» -a n x^< n ^> ^R vm 人 

2) 由1)，汉含于所有在汶上是有限的 赋値环 里.反过来 
说，设尤不 是对汉 整数相关的，令 y = ^=5 td •我们要 
先说明 y 不是以的可 逆元. 假若它是可逆元，那么，¥ 

1 

x = y ^ 1 = ^ oif m + 办1 夕 m — 1 + ••• + 公 m , bi 6 S • 

两边乘以 "， 得 1 

x m+ ^ — b m x m _ ••• _ b^x — b 。=.Q f 

即 x 对 S 为整数相关的，这与对 x 的假设相违，所以 jr 不是以 
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的可逆元， 槪 稂据定理 7. 6,存在一个赋値环及《，使 
R V H ， y em v 9 这里 nu 是的极大理想•所以 y 在尺 0 中 
不是可逆元，即 x =广長 h • 

3 ) 应用 2 )” 只翦证明“及 w =^，=» 存在心 e ，， 使尺 《；3 

R ， 就足够了, 里是尤的赋値环. 

设在与如相伴的位 a 的作用下，也就是在典 
型映射 < r : 及的作角下，记 

S^aiS^y, Pi^trCpS^, 

则化是&的极大 理想. 于是，存在的一个赋値《，使 

只1*〕夕1， n ^*1 = Pi * 

令 = o ^( l ? tt ), 显然有 R W ^ R V Z > S . 我们要说明 A 是一个赋 
値环及《^门5 = |).任取 aeA ). 如果则 

^百及》令令 0 f ( ay ?^ a =5= ^° f ( a 〉'" 1 e 只 白只 V . 

如果 ae ^ o , 则于是 

< r (< z _1 ) = 0 € 及 

•. 

所以 R *； 是赋 値环. 我们又有 

m » n ^ == n ^ i = pi * I 
系如果$是整数封闭的，那么 %: n i 

S , •砭， 


习 题 

A • • 

« - 

1. 在 Q 內找一个赋値使满足下列两条件中某一条： 

T 

(1) R ^ zdZ , m v n ^=)6 Z , 

( 2 ) 令只 0 二^， n ^ = 7^9 

2. 在 Q ( i ) 內找一个赋値〃，使 

^« 3Z [ i ], m „ nz [ i ] = ( 2 + i > 2r [ i ]. 

3. 在 Q 內给定赋値环 S = Z (7> . 试在 Q ( i ) 內找出赋値 w , 


使 


只 w 门汉和 m wHQ = 7^, 
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4. 设& 为域， 在«^) 內考虑子环 [对 素理想 <»的 
局部化环试求 / c ( w ) 的一个赋値使得心3 

农，且 *^[^ = 005； 

5. 设 A 是域 K 的子环但不是域，而且不存在 / C 的非域子环 
眞包含只（即尺具有极大性)，证明及是尺的一个赋 値环. 

6. 设尺是域 K 的子环， P 是及的一个眞素理想，证明存在 
•^的 一个赋〖直环只0，使只只且 n 只 = P * 

7. 利用上一题证 明： 设只是整环，&是只的子环，只对$ 
整数相关，那么对&內任一素理想 p , 存在 i ? 內素理想 _ q , 使 

df\S = K 

8. 试求一整环&，它整数封闭，但不 是它唆 比滅的赋値 

环. ’ 

9. 设 P 为素数，2 ⑻为 Z 对00的厨部化环，证明 

门 z , P ) ^ z , 

对一切 f 

10. 参考例9的3>,证明 C 《 t 》 是一个域. 

11•令 

x [<0 a i eQ > 所有构成 Q 的良序子集 1. 

证明是一 个域. 

12. 设尺是环《的子环，满足下列 方程： 

x i 1 + /* (尤1 ，…， 3 O = 0， 

h 

其中/心1 ，…， 〜）€/?(>"•••，¥»]，deg fiiyir '- fVnXni . 证明 
6, … ，、对 A 都是整数相关的. 

13. 任取 m / neQ , ( m , n ) =1, n ^：± l # 用定理 7.8 i 正明 
^1/?1不是对 iT 魅数相关的. 

14. 判断 x / V 是否对盤数相关， 
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n t 賊值 

， - r ■- . 

- _ 

设 " 是域 欠 的一 个菲卒 凡的实賦値，这就是说， 它的 全序群 

G v d G v ：^{0}. 也等于说 ， rankv = 1,读者请参见例6及例 
7 . 此时域尺称为一个賦 値域. 我们用 w 定义一个绝对値 

⑷， 

e > l ? 

• 10 U=e — 

此处， e 不一定是自然对数的底*那么，它适合： 

1*) t ^ U = hUI^Ui 

2*) |^ + &| u < max {| fl | v ,| t | u }, 

而赋値坏只 v = 的极大理想 = l a U < D . 

应用 1*) 及 2*), 我们在 K 里定义一•个距离屯如下. • 

丸 O ) = \^~ h \ v . 

不难看出，勾适合距离的三个条件： 

1 ) 且=办； 

2) d v ( a ^^ d v ( b f a') i 

S ) + d v ( b J c ') 9 

(事实上，可尽用强三角不等式代替 3).) 因此，对勾而言， 

K 是一个度量空间，千是，我们可以通过柯西序列 {&} 得到 K 的 
完备化 集龙. 请注意，嵌入映射 a : 兀 —3 T , 即是 <zOO = { a , fl , …, 

d 

• • 

、 

d , … }={ a } •如通常一样 ,’ i = Jt , 即皮是一个完备 化集. 请参 

■ ■ ， . 

见第一章§ 6及第六章§8, 

. I ■ .1 *■ _ 

定理 7.9 1) 左是一 个域. 任给尺的柯西序列 {七}， 定义 

〒 =： lim y ( flj ), 

i -*oo 

则 w ({ q }> 是龙的一个斌値，仍然用 y 表示之 • 
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2) k v fxti v bk v fm v ， G v = (l v ^ {aj ^ jf} 4 

证明 1) 不难看出犮是一个环.我们仅证尤的每一个非零 

卜 ■ 

元素{七}都是可逆元•任给 b < ee 及，都存在一个正整数 W ( e ), 使 

n ， Z > JV ( e ) *=??=> | a n - ai |„<«. 

f 是显见存在; iE 整数及，使 、> 

,/>£«=> | aiU > r >0; . 


{ a i }{^|} = { a i ， …，％，1，"* ，1 ，•••} 〜 { l }, 

现在我们只要 i 正明{心}是柯西序列®足够了.当 n ， 〖 > max { N ( e >, 
时，有 



故{~}是柯西 序列. 

显然， K { M ) = 是犮的一个赋値. 

I ,鲜 

. » .' j ■ 

I I p 

2) 我们先证 <^ = (5^ 因为 

4 p 

■ s 

i ；({ a }) - lim i ;( a ) = v ( a ), 

1 ■ ' \ 4 ' 

所以 Ad . 反之，假货有那么必然是 
a 的一个极限点 • 我们可以选取 w } 的一个干序使 v ( h ) 
皆不 相同. 于是当 i ,/ 充分大时(无妨设〃有 
(参见定理 7.2) J :', 

■ [ r ^ ' I J ^ 

= min { y (^), t ;(^)} == -h 1, 

如屯 ( h ,^> 疒卜 1 >0,所以 { M 沒#极限 (卖 际上证明了一个 
较強的事实，如果 limjfl 山年0,此处 { a ,} 桌一不柯 S 序列，那么, 

奴(叫）当 i 充分大后必耿二 定値 〉 . a ; • 

我们现在证明不难看出，▲嵌久映射 

a : 1 

诱导出到及的一个环 映射. 由于二者是域，所以仅须 
说明这个环映射是满射,设有柯西序列 ㈤ 碎 皂 \ t ^ p , 侧1^<{4,}) 
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-0. 由子 { q } 是柯西序列，所以必存在芷麴数！，使 

由我们在证明 i ) 的 it 后所作的说明，不妨假定 

■. , 

:_、 v(a 4 ) = 0, V i>K 

于是心 € 心，而且 - a,)>o(V {a ,}»0 

=^{〜}-{〜}€^,即{〜}在^/二中的象与 {〜} 的象相同，也 
即前面所说环映射是滿射 • | 

例 彳1 设 it 是軔上所述釦完备域 • 考虑 

^{{^1,^ n }} = | S /* ! <„*( 1 " ： 存在及，使 

仏 + +、} 

我们可以定义 /(a , … ,、） e 皮 { {巧 ， …,、 }} 的收敛半径 如下： 
设 


那么，它的收欽半径是 

r = sttp{t ^： 存在 A 6 犮，使 | 八广、 

显然， r >0. 我 ffl 豉说眛 ，只要 laiUSMVhi ， …， n ), 那么 
/c«i>---,fl«)e^. 这就是说，在原点 (o, … ,o> 附近可以计算 


/(〜 ，…, 〜>• 设 a = nux {| q | v }， 则 fl < r . 故存在 A , L , 使 

令/(心 ，…, x „> 的部分和为 


/!( Wn ) = 



那么，按照强三角不等式 ，有 

I /(〜…,〜>-/;(〜，•••，％> 

所以 /⑻，…八〉 =lim /*( a l ,...,^ n ) e ^ # 

J ^CO 

这与 初等分 折学的 方法是一致无 二的， 
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我们考虑三个代数实体 l 

■‘ ■ _ - 

尤[丈1，…，〜] c 允{{尤1 ，… i '** I x n ] j « 

在锵集的意义下，三者部建立了几何学，数几何学、解析 
几何学及形式几何学 • 在解方程式的意义尤[心，…,、]中 

■ ^ I K ^ 

元素的解是全局性的卜犮{{心, …， fn }} 的元寒求解是徉徽区內进 
行的，而形式冪级数的解是沒有意思的 i | 

■ 1 S 

设域冇 ti 个实 赋値〜 …各 fi 在 K 上定义了」个距离 

d Vl r - Av n , 各 ⑴ nr - 个拓扑！这瘦扑之间有缘有什么关 
系？我们看一些 例子. 令 【=^ Q . 去第 L 章§ 4,我们‘ : 妍究 了中 

13剩余定理•设4是与素数 Pi 相对应的距离 • 山中 国剩余 定理, 

1. 

对于任 给的七 ( EZ ， 下面的一组同余式 有解： 

jc — a^mod p f f ), - 1 ,••• , n . 

換句 K •说 ，即存 在 x Z ，使 

d 

n 

1 h 

' r 

之 0，《 i )< e —〜， Vi - 1，…，77， 

这里 e 足一个火于 1 的实数 • 这也就是说，■: c 对这些不同的拓扑 
而言，可以同时逼近七，…，、到任何精确度.这表现了这些拓 

•h 

扑的独立性 • 我们再看另外 C 个例子. 

^ 味 f ■ ^ ' P ^ ' 

例12复变函数中有所谓 “ MitUpUffler 定 理”： 任给 C 

L ■ ' ■ / - ■ 

的一个离散子集 {〜} 及、在每一个 a 附近的一个亚纯函数的主部 

j * * ; ft -- + ' i 

s , 

^(jc-k,) = ；i 

I _ / 

■ ; - 1 : ■ 一 
b - 

那么，存在一个亚纯函数 /( X ),, 使得： ]) 它在{七}之外是全纯 
的； 2) 仍是它在七的 主部. 

令 K = { 极点集是离散的亚纯函数 } U {0 h 用黎曼定理，我 
们可以证明 尺是域 .令 '' 

y a (/00) = ord x _ a (/0：))， f ( X ) 会 K , 

不难看出， 〜是凡 的一个 赋値. 我们可以把 MitUg - LeffleV 定 
理的结论改写如下 * ' ; - 
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d v cn<u 

V 

r 

^v a (f ~ I 

■ ' ■ ■ 
f r r 

与例 12 不同的,.在代数学中，只处理有限多个赋値 …, 

■ ■ 

我们先证明下^的引理. 

引理设 〜,•••'„ 是凡的不等价的赋罈，即化 〆 &.(*• 

% ^ 

年/). 

p - : j - h 

1) 如果* V 都是一秩的， 那么只 ( V * •关 /): 

2) 如果〜，夂只 V / ( V 峰7%那么，存在•.人€凡，使 
得 

（Vi = l ,2," vO ， bi € m Vj ( V ，». 

此处 m 〜是 犮〜的极大理想 1 

I 

.+ 

证明 1) 假设方 q . CZi ?、, 那么，根据定理 7. 4, 

R v . =(犮 

其中 P =«!*；,• 门/^^由于只 q 是一秣的，所以 P = (0) 或 m Vf , 
故/ ? W ，.= A ■或 

2) 先考虑 n = 2 的情形 • 已知那么，存在<?6 

心 1 \心，.如果$心 1 \〜 1 ,那么 
1 ^ 

办1 = c -1 ^■只》 t ^ E - nip a . 

办1即符合引理的 要求. 如果则1 + 且1十 ce 

圮，、^^，那么 h = (l +0- 1 €^ i m Wl , 同法可作出斤 

考虑 n >2 的 情形. 用归纳法.假设已经解决 n - i 的情形> 
即存在 cetn tf/ (/ = 2, …, n - l ). 我们先找一个 

即令〜=匕如果 ee 々 Vl ( ， 我们考虑几种可能性： 

令 CT : 为典型映射， 

0) 如果 < y (0^ l ， 我们令 〜 = <?/( c - i )， 
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( b ) 如果 a (0 = l ， or (及 ％) 的特征关2，我们令 

Cn^c/iC+l^i 

( c ) 如果 cr (0 = l ，<7( 及 Cl ) 的特征= 2 ， K 们令 

c n = (c 3 +c 8 +c)/(c 8 +c +1) # 

通过对“的各个赋値的简单计算， 即知心 符合上面的要求 •同 
样地，我们找出 q (〖 = 2, …, n -1)， 使 

\ 6 •（> : ^1,0 ， ^ ^-v . • 

1 X / ■ 睪 

p 

f 

ft 

令 h^Yl c iy 

I - a 

则 h 即符合本引理的要求 * 同法可求出 I 

讨论令兀= 0， =^( p , • 请把上面的引理与中 ® 古 

代的“大衍 求一” 相比 • 

定理 7.10( 遢近定理）设、是域 K 的实赋値， A ，…， 
G » c 及是它们的全序群•.我们任给心，…，心已尺， heo lf 

^ n 6^ n « 那么，存在使 

聲 r 

y f (a = £ f , V * = l ，“， n . 

证明我们分成几段来证明 • 

1) 只要证明对任意的整数〖，都存在相应的 cex ， 使得 

(1) V * = l ,2 ，…， n 

便足够 了. 这因为，我们可以取 £> h ( V 0. 任取使 

那么，存在4，使 

W = 1 ， 2，•”，《• 

I 

而 d = (<f — +4，所以 

v^d) - l if V* = 1,2, 

又设<?适合 U ) 式，令 a = 则有 ， 

+ d = y |(( i ) = It , V < = 1，2， •• •，打 • 

2) 应用上面的引理，存在使 

I 


m 


令 e i ^ b i / •则 

f - 1 

^i( e i) =0^ u i( e i)>0, V/^i. 

而且在典型映射 A : 只 — 作用下，于是 

^i( e i - 1)>0 ( VO. 

3) 令正整数 s 适合下列不 等式: 

I 

(2) sv^ffi - 1) V h 1 , n ， 

(3) +Vj(a i )^t J V 

取 / 旧凡 如下： 

/i = l 一 （1- M )% *’ = 1，•••，”• 

那么 

(4) v,(ai(/j- 1)) = h(/i - 1) + v i { a i ) = sq(l -e;) +〜（〜> 

=S(q(l — fij) + ^i(l 十 + … 4 ^ J ~ 1 )) + "i ( fl i) 

l 

■ ■ 

同时，我们可 jk 看出 /i = ^^c^i ), 此处 goo 为整系数多项式* 
所以代入 （3) 式，立得 

(5) ^ iUi a d > 1 . 

令 = /ih + /2 a 2 + …+ Ai a n. 应用 （4) 及 (5) 式，‘:.立得 （1) 式 • 1 
讨论 1) 上面的定理可以看成中国剩余定理的一般 化1 

2) 上面的定理说明了实赋値的独立性 • 对任意的赋値心， 
•••'„ 而言，当斤 7 )时，我们称它们是独立的 • 

那么，.只赛它们是 k 立的;上面的定理还是嬈立的. 

3) 应用上面的定理到 C ( x ) 上，我们得出一个类似于 Mittag - 

Leffler 定理的 命题. 读者试讨论之 • 

、 — 

r 

' . 、 

■ 

k 

••4. 

习 題 

■ 

1. 设 h ' 3 ， W 7 是<?內由素数2,3,5,7决定的赋値.试在 Q 

內找一 fl ， - 0 = 

2 , 在有理函数域 Q ( x ) 內由不可约多项式 
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f(x) = x 2 +x + 1, g(x) = x 3 - 2 

定义两个歎値 : 

v i = (m(x) ， / (3C» = (n(x) ， / (x)> = 1, 

/ , m(x)\ , 

^ li(x) ； = ^ (m(x),5(x)> = (n(x) r flf(^)) = 1. 

试求 A ( x > e (?00, 使 

t ;,( A ( x )> = -2, v 2 ( h ( x )')=2. 

3. 给定域尺的互不等价的实賦値 〜，•••,!/„, 证明对任意不 
全为零的整数 A ，…, 心，关系式 

liV^x) + ... +/»y„(Jf) =0 

不可能对一切 K 內的非零元素 x 都成立， 

4. 试求及00对赋値及0] ( ** +1) 的完备化域 • 

5. 在 C 00 內，由賦値环 

记 为、. 试求 / ooec ( x )， 使 

■ 

〜 (/(:)_( 尤 —n^ n ) = ^ ( n = l ， 2,3)* 

6. 设 K 是一个完备域，令 

(关） . a o + + *•• 

是凡上的一个幂级数 • 以尺)表凡內的乘法实 賦値. 若对 
XeKy 幂级数 

M + \ a A \ x \ +••• 

在 R 內收敛， 则称 （*) 在点^处绝对收敛，证明：存在实数广> 

> 

0,使当 k |< r 时（关）绝对收敛，而当卜|>7时不收敛 .r 称为 
(*) 的收敛半径. 

7. 续上题•令 

I = lim \a n 1 1/9 . 

n *♦ +«o 
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证明 r = l /7. 

8. 令只 = C [ r ^]/( j / 2 + 2 X -1), 又取只的两个极大理想 

(龙，罗为^/在只內的象 ）• 由只〜，尺〜所决定的 R 的比城兀的赋 
値分别记为试在兀內找一元素 a , 使 

^ i ( o - l )>0, ” 2 (a + l )<0. 

9. 设域 K 代数封闭，具有实賦値1；,证明 A ： 对〃的完备化 
域也是代数封闭的. 


§4 Hensel 弓 | 理 


在有理数域 Q 里，我们有普通的绝对値及实陚値4 
(它的賦値环是之⑴)*我们可对它们取完备化域，得出及及 Q P 
( p - adic 数域) • 从纯理论的观点来看，及及 Q p 都是一样可用的. 

于是发生了求解 Q P [>] 的方程式的问题.显然，下面的方程式 

x n -p = 0 ( n > l ) 

在 Qp 中无解 • 这因为， 设 = aeQp , 则 

nt/pOO = y p ( fl ff ) = y p ( p ) = ：[• 

故 〜((!）= 1/ u , 但 l /” eZ = G Vp 9 矛盾. 所以，完备域 Q p 不 
是代数封闭的 • 但是，# + 2€0 8 [>]在0 3 里有沒有根呢？答案 
是肯定的.下面的 Hensel 引理，可以郝分地回答这类问麺•我 
们先证明一个引理， 

引理设500是 /?[>] 中的首一多项式，此处只是一 个环. 
/是及的一个理想 • 任取 gooeio ], 那么，存在 doo , r ( jc)e 
/!>]，使 

<?(X)=4(X)5(JC) +r(x), degr(x)<dcg 5<jc). 

证明用欧几里得算法，立得 • | 

定理 7*11 (Hensel 引理） 设域 K 对离散实賦値 t ； 是完备的. 
又设 a : 尺是典型映射， a ( a ) = fl . 对 /00 e ^|>], 
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令 o^/00) = 7(x>. 如果 /oo 是首一多项式，且 

1(X) = ^(x)5(jf)e (^v/m,,)^], 

其中 P00/00 均是 d/nu)[>] 中的首一多项式，且 

(⑽ ,3⑻ ）= (1). 

那么，存在 HX1 中的两个首一多项式 POO,AOO, 使得 PCX') 

= 700, J 500 = 3 oo , 且 

/(x> =p(x)/t(x). 

证明由于 ( ？ o) / w) = (l) ，所以一定存在 «(x) 

使得 

a(x')y(x') + 歹 00 忍 00 =1. 

应用欧几里得算法，令 

5(x) =d(x) 3(x) +a (x), deg a / (Jt)<deg 0(x), 

再令戸 00 = 及 (2 + 3CO P 00^ 则有 

a" (x) f(x) ^T^x^Cx) =1. * 

不难看出， deg^*(x)<deg) ； (x). 我们可令 O) =57( 幻，户 00 
= F(x). 取 yO') ， 600 为 A v t>] 的首一多项式，使 

deg y(3c) = deg 7(x), deg 8{x) =deg ?0f>, 

a(y(x)> = 700 , or(5(jc)> = 3(x). 

类似地选取穿 00 及戶 00 在尺 v[<] 中的原象 a ( x ) 及 000 ,使它 
们的次数对应相等 • 于是有 *• 

(1) a(x)y(Jf) +y9(x)5(a?)^i mod rii^[ at] # 

I 

^Mx) = y(x), /i o (x) = S(x) 0 我们要逐步构 造出化 00 及 
办 nO0(H = 0,1 ^ …），使 ； . 

1) “C0 ， h(x)( 皆 6 化 0]) 都是首一多项式，且 

deg g n (x) +deg h n (x) =deg/(x), ; 

2) /(x>^y n (x)A n (x)(mod ml + l [x]), 

3) 交 n(^0 ^ y = ^C^)> i :， 

4) -P»-i(3f)6mS(x)(n>!) # 

在这些条伴下，令 5(0 〜 ( x )，/ i ( x ) = , 则沒 ( x >， 
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炚就符合定理的要求 • 

用归纳法*上面已有办00，&<>)•现在假设我们已经作出 
了心00汴》00 •则 ' 

(2) SnW =/( x ) ~ 9n( x )K( x ) 6 t^w +1 L^]. 

以〜 00 乘 (1) 式，有 

(3) s n (x)^a(x)y(x)5 n <x) ^fi(x)d(x)s n (x) (modmr 2 M). 

应用引理，存在^00及％00€< + 1 [幻，使 、 

(4) a(r)s n (x) =d(x)§(^) + a n ( x) f deg a n ( x)<deg S ( x ). 

令 

(5) ^ i ( x )= fi ( x ) s n ( x ) + d ( x ) Y ( x ). 

我们来考察 MOOO»odmr 2 [>]> 的次数•令 

r: R v [x]->(R v /m n v + 2 )[x] 

为由典型映射只诱导出的环映射，对〗00€心[>]， 

记 t ( Kjc ))=^00 •，由（5> 式，有 

(6) fl(x)s n (x) =： — d(x)y(x) +^i(x) ^ 

将 yOO x(4) +500 x(6)， 即有 

a(jc)v(jc)s*(jc) +fi(x)S(x)s n (x) =y(x)a n (x) +d(x)fi ； (x). 

根据 (3> 式，即有. 

(7) S n ( x )= VM ^ nW + 占 (X) 及 too. 

根据上面的条件 l> 及 （1) 式，知 de g 心 00< de g/( x )， 故 

(8) deg s n (x)<deg f(x) 0 

再由 （4) 式的 deg a n (x)<deg S(x )， 以及 deg y(x) + deg 5(x)= 

deg/(x), 

(9) deg(j?(x)dl n (x))<deg /(ar), 

由 （7),(8>，<9) 三式即有 

deg 300 +deg^；(a:)<deg /(x). 

* 

但谷00是 t 一多项式，所以 deg 3(x) = deg 50)， 〒是 

deg 及 J00<deg /(x) - deg d ( x)=deg y ( x ). 

又，由（5>式,«00€1^ + 1 1>：1,所以可以适当选取^⑻在 f 作用 
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下的反象 + 1 [X] (即 ^n(x')^p*(x) (mod m : + 2 M )>, 

使 ' 

deg P n W<degy(x) m 

令 •• 

9n + i W=9nW +^ n (X>, /l n + 1 (>) =h n OO +O n (JC). 

我们只验证〜 oOO 与 h +1 O 0 适合条件2>，其余各条都是自明 
的： 

fW - ^« + iW ft nf. W = / W - (i/n W +AO))(A»00 +a„00) 

= s n OO - P *„( x ) h n OO - a n ( x ) g n ( x ) 

^ s n ( x)(l - ( a ( x ) y ( x ) + 0 ( x ) 5( x ))> 

- d ( x ( SCx ) y ( x ) - y ( x ) 6 ( x )) 

eO (mod m n>] ) • I 

讨论上文提到 W + 26 Q 3 1 XJ 在 Q 3 中有根•事实上， 

x 2 + 2 = (^ + 1)(乂+ 2 ) E ( Z / 3Z >[ x ] ， 

符合上面定理的条件，因此 V +2 在<^[<]中可以分解成一次式 
的乘积 • I 

下面是一个在复变函数论及代数几何学中有意义的定理 • 
定理 7 J 2( N « wUm-Puiseux 定理）设 K 是一个特征零的代 

灞 

数封 闭域. 那么,幷集 

O 0 

* -i 

4 

是兀(00> 的代数闭包 • 

证明 1) ^((文 1 /"))^^^^)!^^],所以， KC ( x^^y 

的每一个元素都是对凡(00>的代数元.又显然有 

AXOc 1/B ))U 尺（（太 1 /*))^：尺 

由此即知，0凡（(太 1/<1 ))是一域，因此它是兀 (( 幻)的一代数扩域 • 

2) 任取」个关于变数 y 的多项式 /( y ) e 尺 [ txno ]， 我们 
只要证明/00在 
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O x (w)) 

， _ 1 

4. 

中有 解就足 够了. （为什么？） 

设 fiV ) = 0的展开式如下 (n>l): 

L 

(1) %(*)〆 +AOO〆- 1 + •••+ a»oo = o, qooe 兀 [(>]]• 
用％乘上式，幷用取代 V，即不妨设/00是首一 

I 1 

多项式，即有 

(2> y n +hOOV 1 + … +办》00 =0, hooe 咒 [!>]]• 

我们用 y 取代 jhOO , 即不妨设匕00=0•令 

■ 

\ - ' 

v(h(x)) = ord bi ( x ) 

是凡 [ o]] 规定的赋値 • 又令旣约分数 
(3> j = min : *’ = 2,3，",n}. 

取《 =欠1", 代入(2>式，得 

f ,’(— + V zH ~ l +， ** …+… +^ rr^)=0, 

■ 

即 

(4) g(z) ^Z n +c 2 (t)z tt ~ 2 + ... +c n (0 = 0, CiO) = *y f y -, 

令 »(^(0) = ordpKO 是尤 (W) 的賦値，根据 (3) 式不难看出 

■ ■ 

»<^i(0) -*^0, i =2,- f n, 

而且最少有一个/ ， 使 w(Cj(t))〒0* 对（4>式用 Hensel 引理 • 

在 modiA：[|>]] 的意义下，有 

(5) Siz) =«* +C 2 (0)«"-*+••• +c n (0)e^W # 

K 

因为 K 是代数封闭的，又是特征零的，所以 (5) 式不可能是 0?- 
<0*( 否则， a = 0=^*^(0) =0,与=0矛盾， a^0 => 
^<0)^0, 亦矛盾 >• 因此(幻式可以分解成两个沒有公根的多项 
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式 POO 与的乘积 • 按照 ttensel i >| 理，0〉式也可以分解成 

9 (. 2 ) = h ( z )( fOs ). 

我们只要对次数 n 取归纳法，便证明了本定理 • 丨 

讨论 1) Hensel 引理的要求过强了•事实上，域兀木一定 

要求是完备的，同样也可能有它的 结论. 最有意义的例子，是 K 

为亚纯函数域 &{{ r }}( &为特征零的代数封闭域).因此，同样地， 
Newton - Puiseux 定理对亚纯函数域也是对的，即 

I 

«{#} 的代数闭包= 

B = 1 

\ 

2) Newton - Puiseux 定理只对 K 是特征零的情形才是正确 
的*对九是特征 P 年0的情形是不正确的 • 例如，下面的多项式 

oo 

在 U 兀 (( w / n )) 中即 无解： 

« - 1 

I 1 

b 

〆 一 y - x — 1 = 0 . 

读者自行检验之. 

3) 在第五章中，我们已经证明了域 i 的代数闭包的存在性. 
可是那是太抽象了，不够具体.正像我们不能滿 足于及 的代数 
闭包的抽象存在，而要构造出具体的 C 一样， Newton-Puiseux 

定理也有同样的精神 • | 

j 

与定理 7. 11几乎完全一样地，我们可以证明下面的定理. 
定理 7.13(Hen Se l 引理） 设及是一个完备的局部环， m 是它 
的极大理想 • a : 及 ■> 只 / m 是典型映射， a(a) = 8, ct (/(^)) = 
700(/00e 及 !>])• 又设 / oo 是及 [>] 的首一多项式， 7(x> = 
y ( x ) 3 ( x ) 9 是 (i?/m)[>] 中的首一多项式， 0(x), 

5W) = (1). 那么存在用 >] 的两个首一多项式使 

f ( x ) = ff ( x ) h ( x ), g ( x ) =700, S(x) = d ( x ) 0 

I 

I 

证明 读者仿照定理 7.11 的证明，自行证之 • | . 
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* 


习 题 

I 

i . 证明-沪在形式幂级数环 c [ o , 幻]內 
可以分解. 

• 2. 设 P 是一个素数，/00 = f +- + a ft e ^ W ， 

又令 

}(x) == f (x) (mod p). 

设在 Z/pZ 內不可约，试 i 正明 /00 在 Q P 內也不可约. 

3. 设 /CO =< V " + W - 1 + … + a a eQpO ], 且不可约. 
证明：对 <?p 的赋値有 

min{v p (a 0 ) t v p (a^ , ... , i/ p (a n )} = ： min{tfp(a 0 ),t>p(d tt >} # 

4. 试将多项式V +2, W -3 在 3- adic 数域內进行因 

式分解 • 


5. 设域 K 对离散实赋値〃是完备的，又设 

/(x) =x* +a i x n " 1 + … +a tt 6^C x 3* 

如果 心€ (U l ，2，…, n ) ,但 a fl 不能表成 m p 內两个元素的乘 
积，则/00在只》[>]內不 可约. 


6. 设冗对离散实赋値 " 是完 备的. ^ R ^ R v / m v . 若 fOO 
是尺 v [>0 內首一不可约多项式， 证明： 70/00( mod m 0 ) 是 
內一个不可约多项式的方幂 • 


7. i 正明在 Q P 內有 p - 1 个不同的 p - 1 次单位根 . 

8. 设是域凡的离散赋値环，若的某些系 
数在中可逆，则称 zoo 是本原多 项式. 证明两个本原多项式 
的乘积仍是本原多项式，证明 iC[x ] 內任一非零多项式可以写 
成叫 O), 其中 HfO, 而 woo 是一个本原多项式 • 如果 000 是 

內本原不可约多项式，试证明：扒幻在兀 [>] 內不可约 . 

9. 在 Qp[>] 內分解此处 ;5 = 3,5,11 ，幷考虑各因 
子所引生的域扩充， 


10. 设域 / C 的特征 P>0, 证明下列代数方程 


XZ 7 


= 0 


在 U x (( xl / fl )) 中无解 • 由此导出。^((叉 1 々）〉不是代数封闭 

• - 1 ■- 1 

域， 

* 

• 11•设域九关于离散赋値 " 是完备域，•又设 

/00是只》[>]內首一多项式 • 如果 f ( x )=/( x)(mod m ,> 在犮 [ x ] 

內有一个单重一次因•子 x _ 歹，证明 / or ) 在 n v [ xj 內有一个一次 
因子 （ x - r >, M . f 

12. 证明方程 = 4 在（?5內有根 • 

§5代数扩充 

L 

设 L 是 K " 的代数扩域， v 是 K 的赋値 ， Wf (j = 1,…,奶是 v 
在 I 的扩充赋値，即 n ^ = ^ v , m v ， i riK = mv 9 我们要硏究 
构造只％的方法，叫与 t ; 的一些数据以及叫的个数等等. 

定理 7,14设乙是 K 的代数扩域, y 是尺的 賦値， w 是厶的 

陚値， = m w n ^ = m ». 令次为及”在 L 中的整数闭 
包 , P = m « 门5,那么 = 

证明 根据定理 7.8, ==»/?„, g 

之，任取 a 是对 iC 的代数元.令 a 适合下式 

( 并） fl 0 o* + a t a m ~ 1 + •«• + =： 0, 0 K 9 

又令卜 min {/ : i ; (… 山 V » = l ,2 ，…, n }. 用幻 去除 （*) 

式，得 

办 0 a " + 办 p * - 1 + …+、= 0， bj = 1, b t ^ R v » 

令 c = b 0 ai + b l a i ~ 1 + ... + bj y 

则有 

ca\~f + da n ^ i~ l =o, a = - d / c . ' 

我们要说明汉， oeP . 如此就证明了 

m 


蠢 


应用定理 7 . 8 , 任取 1 的赋値坏犮《：>^如果《 6 只*,那么 
作 氏 I , d = - aceRu . 如果那么 d ^ R U9 <?= 

da 1 € ^ u * 又因为办 o , 办 1 ， …， m » cnt | p ， = \ 9 所 

立得 <?? p « 于是 c 在 A 中是可逆元， 

a^~d/c^S Pm I 

系 设 I , JC , !/,/?•, 5 如上定理， t > 为 S 的一个索理想，那 
么，$，是 1 ^的扩充赋値令是 *5 的极大 理想. 

证明 *=»• 由于 Pfl 及 v = m », 所以显然， 
S / P 对 i ^/ mp 是整数相关的，而 i ^/ m * 是域，根据第六章§ 2 中 
的引理， S / P 为域. 即 P 是 S 的极大 理想. 

<=. 根据定理 7 . 6 ,存在賦値环只 《=)$,, 使得 m w fl5 ，= 
P ^. 于是不难看出，及„门尺二)/^， m w r \ Kl ^ m v . 我们先证明上 
面的两个包含式都是 等式. 任取那么 

得又任取那么心 C 、， 得•所 
以砂是 v 的扩充.而且 

mttffi ^ = rn w n *^» n 汉= n ^= p > 

根据±定理，即有 | 

我们定义一个符号： ^ v = R v / m v . 像以前一样，用表示 
u 的全 序群. 当》是〃的扩充时，我们有两个重要 的数： 一是 

即被考虑成上的线性空间时的维数，称为 W 对 
u 的相对次数(或剰余次数），记为 /(« v * 0 ( 简记为 /); 二是群指 
数 [ G W : G V ], 称为《；对 y 的缩分歧指数，记为 e (« 0O ( 简记为 
O . 如果 [ G ^ GOi ， 则称《；是!；的分歧 性扩充 • 

例 13 设 /C = C ( x ), L = C ( x )[ x »/*] = C ( 0 , t ^ x m 我们 
知道 K 的賦値是 

*>C[x] ( 卜 a i 〉 及 ►C[x-»] u -i ) . 

设#考 0 ,那么的扩充是 

w ±»<-^ C (0(t±au 
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达是两个不同的扩充.易见 

Wa = 1 ， 切 a(( + fl) = — fl + 2a) = 0 ， 

w a (x - a 2 ) = w a ((f — a)(t+a)) = 1, 

所以 G Wa = G v 。 2 , [<7': G'jJ = 1，也即叫是 i / fl 2 的非分歧 

性扩充. 

设 w = 0,那么〜的扩充是 Ml 。—— CM ⑴， 且似 0 C 0 = = 

2 wo (0. 所以，取心。=7时，子群(；”。=2之， LG WQ ： G v ^=2 f 
所以 《»D 是以的分歧性扩充，缩分歧指数是2/同样的，是〜的 
分歧性扩充，缩分歧指数也是 2. 参考图 7.1( 参考复变函数论中 
的“黎曼曲面”）. 



图 7.1 


引理1设 [ L : A ：]= fi , w 是 v 的扩充 • 那么 

1) w 对 w 的相对次数 /< n ; 

2) w 对 y 的缩分歧指数 

证明 1) 设、 =、/ m w ， A v = R v / m v - 又设3是 a 在典型 
映射下的象 • 我们仅须证明：当 A ，… ，⑴ e 及 to 对昃线性 
相关时，它们的象 A ，… 必对线性相关.设〜 ，…， fll 适合下 
面的线性方程 

b l a l + +btai = Of b { ^K 9 ~不全为零* 



令 ; = 1 ，••• 〆 )• 以 卜去除 上式，立得 

I 

• ^ 

c x a x + •- + c \ a \ = 0, 心， c j 、= 1, 

+ **• + diSi = 0, di ^ dj = l t 

2) 仅须证明:如果浓⑷） ， … ， w (^) 是属于关于 G p 的不同的 

陪集，那么线性 无关. 设有 

b 1 a 1 + — +biai =0, ~不全为零， 

那么最少有两项 i 年八使 •心) ，即 

j I 

. * ■ 

I 

■- I 

I _ 

wia{) -w(,a0 =w(b^ -w(b{)^ ： G vt | 

系 rftn 1 c = 1 ranlcv . tl . 

证明 =». 显然. 

<=. 考虑群映射 》’： G v c 及， n’OO =叩， V 沒 eG w . 

此处 1 

引理 2 设名是 [的有限代数 扩域. 那么 rankrank t ；, 
证明用定义 7.7\ 我们需要建立^^与^^的孤立子群集合 
之间的一个单满映射.任取的一个孤立子群 H w ， 把兌对应到 
H v ^ G v f \ H W 0 只要 i 正明即不难看出， H v 确是的孤 

立 子群. 任取应用引理1,知 

[ G w ： G tt ] = e <[ L :/ C ]< oo , 

那么如果叩6只^ Wl ^ eH w# 于是或 
印<兑<-叩，从而推出与5的选取矛盾 * 因此专 
Ov 9 是 G |> 的孤立子群 • 

反过來，任取 C * 的孤立子群我们把它对应到 

H w = { g ^ G w : 存在整数 s ,使 sgeZ/vh 

不难看出,尺《；是(^的孤立 子群. 其余的证明请读者补充 • | 
引理3设 [ L :/ C ]< co , 域 L 有两个赋値 ttso ^ R w ( zR Wi ^： 

I , R Wl (] K . 它们的全序群分别是 G w , 

G Wtf Gv t G Vi . 又如通常一样，设 

^ w = R w/^wt A w , = =尺 u / mt >, d Vi ^ RvJm Vl . 
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又设那么,我们有 

1) 心在屯沖的象定义了一个赋値化在 j 的象定 
义了一个赋値化，叭是化的扩充，幷且 

rank f^i^raiik w 9 rank (^〈rank t /多 

2) W 对 V 的相对 次数： 的相对次数, 

3) 如对"的缩分歧指数 [G W: G W ] =[(；〜 ： (^]!：%, ：0V t ]. 
证明 1) 应用定理 7 . 4 , 由于 i?' 年 L , 所以 

(0). 因为巧^ =^»/( m Wl n 心)， 而且心 的素理想是互相包含 
的，自然有 

dim jR w# 

其余各点都是很容易验证的. 

2) 在自然映射下， K ^ w x > A v ^ V lt 所以， 

=[4 5i ：^ t 2 m 

3) 参见定理 7.1 后面的两段文字 * 我们用乘法全序群来代替 

加法全序群，有 ' 

G w ~ L */ U W , = L */ U Wi9 

G v = K */ U V9 G Vi ^ K */ U Vi9 

G W , =^ u » 1 /^ w 1 , G^ x = A Vi / Uz lf 

共中 U 表示斌値环中的可逆元集，例如 £/ w = /? w \ m w 等等， 

显然有 C / W n ^* = t ^， Uw t f ] K *^ U Vi . 所以有自然的嵌入 

G v -*-G Wf G v ( ^ # 

应用定理7,4, 

■^w , ^ (-^u>) m w n« w > t ^ n* 

■ 

所以，不难看出 U Wi =}[/ w ， C / Vl 3(/ V . 因此，又有一个自然映射的 

正合序列 

■ • 

(这无非是说 G w /(U w JU w )aG w J • 考虑自然映射 

0 : U Wx -*At x 
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不难看出， a 一 KU ;) 你 U w . 而 or 显然是满射，故有 

结合上面的正合序列，即有 心 / C ^*^^ 类似地， 有 GJG :， 
•又有 

Gd ， G Wi Z)G Vif G- i =G v f\G- t , 

应用群论，得 

(fl w /G v ')/(G^ JG-^ ^G w JG Vx , I 
定理 7.15 设/1 = [1:兀：1, y 是 / C 的一个有限秩的赋値•又 
设叫(《_ = 1,*“，;9)是 v 在 L 的扩充， 叫对 y 的相对次数是八，缩 
分歧指数是那么， 我们 恒肴 

e if 1 +^ 2/2 + …+ e gf g^f^0 

证明我们对 rankv 取归纳法， 

1) 设 ranki ; = l . 设与 
分别是叫和 f ； 的全序群，根据引理1的系， rankw , = 1. 

在对的每个陪集中分別取一个元素= 1, 

又在只 w ，中取/<个元素使它们在中的象是对 
线性无 关的. 

我们要应用定理 7.10( 逼近定理).对每个 i 0 =1,.”,没)， 
s (5 = l ,. K « = l ,-,/ f ), 选取办厶，使之适合下列 
方程： 

= ~.0) ― ^ i 9 f 

拟;•(办“）=叼(办:.《-0>( = 0 

> max {“,： i = l , …， g ，s = i ，•••，〜}， 

叫 (At - fl “）（ = e i )>0， 

^j(^it)( = e i)> 0 , / 年 *•• 

\ 

只要证明 {&• • A *} 是对兀线性无关的便足够了（因为这个集合的 
基数是〜八 +〜△ + ••• +^/»). 

假设适合如下的线性方程， 


m 



2 d ut b u c it = O r d ut eK , 不全为 零* 

^ S % t 


应用我们多次用过的技巧， 不妨令 d ul = u d i $ t eR v . 把上式分 
成两部分 


it — ^ ist ^ is c it = 

SP t I > 1 ^ 9 t 

根据选取的条件，不难看出 

I 

鉍’1 ( 办 I ，〖>2， 

> 


所以 


W 


,(S ^ d ist b ia c it )>l 


11 


只要证明下式，便得出了一个矛盾 




it 



I 


n 


C S = ^\ St C it f 


则 

■ ■ p 

S 9 t S 

我们将证明 

*^ 1 (^ 5 ) = ) -尤 = 1 ， …， f n}〔G v • 

从这里我们就可以 得到： （ a ) «^( M U ) 属于 匕 所在的关于化的 
陪集，因此都不 相等. 所以 



= ^ H w i << c s b is)}f 

I 


( b ) = "(1) = 0， ^ 




于是 


综上所述，问题归结为证明.下式: 
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似1( = min { y ( f / ut )： t = l , — ,/ n }. 

设上式右端为〃 (A,, r ), 那么 〜可以 改写成 

■ 

= ^1 I ' ^* C lt^9 

此处.而且至少有一个 # = 〗• 我们只要证明 U d * c u 

t 

是只 Wl 的一个可逆元(即％ * c lt ^ = 0 ) 就足够了. 

显然，似 i(hf ~ a lt )>0=#»e lt = 3 lt G 4' 1= =今{石1*}对4»线性 

无关 ■ ^ ^ 1 1 - V 0" ~ > 是 i? Wi 的可逆元. 

t t 

2) 设巳知对小于《秩的赋値，本定理是正确的.现设 

I* 

\ 

rank y = n = rank Wi (弓 | 理 2〉• 

一 

设〜是只《^的仅次于极大理想的素理想，易于看出 
是一个赋値环.令相应的赋値为 <0' = 1, …， £0,设其中不等价 
的赋値为屺 ，…, <， 它们在夂上的限制是 h ，•••',. 显然， 

rank w \ := n — 1 = rank v {f 

d «i 

所以 0=1, •••/) 都是对仅次于极大理想的素理想的局部 

化环，茆这样的素 k 想是唯一的，于是 h=—_ = h. 

1 . _ _ 

.* _ 
p 

令叫在定义的賦値为1；在 4 0i 上定义 
的赋値为按照引理3的结论 1), 我们知道 r a nkh<n # 因 

此，我们可对匕及 A 用归纳法假设，有 

1 

(1) [〜 

* = 1 

又设 心土 {%: 心，: 那么 

■ 

( 2 ) 2 l^w f { 

w i es t 

其中是％在/^彳上定义的赋値，又根据引理3, 
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I = c ^u> ^ : a ”]， 

，.: G e ] = [C7< : G V J £G^. f : GtJ. 

以 (2) 式代人 （1) 式后，再将土两式代入，立得 

■ 

2 e i / i < n * I 

* __ ■% 


讨论 1) 一般说來，在定理 7.15 中， 旣使％ ，…,奴^是以的 
所有的扩充，也不能保证+心/ 2 +… + e g f g ^ n . 

2) 如果 dt； 的特征是零，那么，取〃的所有的扩充化，…, 1 ^， 

■ 

则有 e !/i + … ^ e gfg ; n •见 Zariski-Samuel 著 《Commutative 
Algebra》 ，±卷，77页. 

例 14 设尺=及00， L 为 /l[x, 夕]/(X 1 + 1) 的比域•可 

以认为 LzdTT . 如同前面一样的讨论，我们不难看出，凡的赋値 

■ 

有下面两类： 

A(x) 不可约「 

R v ^ RZx ^2 ( x - i )# 

我们知遒及1>]中的不可约多项式都形如 x - 或V - 2似+ (a 2 + 
b 2 '). 以下我们分类讨论 • 请注意： [L:iC] = 2* 

1) A(jc)：=x-fl , 此时令似是”的扩充*立得 

切（夕*〉= y ( x2 + 1) = 0， 


即 


2 w ( y ) ^=0* 易于看出 


4 〜（罗）《及[>,夕]/(欠 — a + x2 + D 

«^ W /( y 2+a2 + D > 

: = 2 . 


所以根据定理 7. 15， w 是 c ； 的唯一的扩充赋値，它的相对次数 


/ = 2, 缩分歧指数 e = U 

10 令 x i = ar1 ， = 6夕，经变数替換后，立 

得及! > _1 ] ( X - 1 )与及 [>]<*> 是一样的* 

2) A(X) = X 2 + 1， fJ2w(y) = w(y 2 ) - v i x% + 1) f 而 M k * + 1> 
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蕞 o 的圣序群 <3,的生成充.从上式立得 

^ * 2# 

根据定理 7. 15, w 是 u 的唯一的扩充賦値，/ = 1, ^ = 2, 

3) A(jc> 是二次式， A(x)ij ： A：* + 1 # 即 fc(jr) = 3c* - 2ax + (W + 

P), b^o, 且当 a = 0 时，吟 ±1. 经过计算，得 

I 

0 s j^ 2 + X 2 +1 

c (^ + cx + 4) (y - cjc - d) + (c 2 +1) (x 2 - 2ax + a 2 +b l ) p 

此处心纟适合下列的联立方程式： 

_ ■ 

f - (<?* + l)a = c4, 

((<? 2 + i )( a 2 +6 2 〉 = d 2 + \ % 

在我们的条件下(即 MfO, 当 a = 0 时6年±1),经过简单计算， 
可以证明 a +4年0•设 W 是1/的一个扩充赋値，那么 

I 

2 w ( j /> = v <- x 2 - 1>>0 => 

■ I 

(友 + £?x +rf)(y ^ cx - 4) e nipem^. ' 

所以, y + cx-^d e my - cx - de m w . 女口果两者都属于 m w ， 
那么，它们的差 2( cx + 心这是不可 能的. 不难看出，相 
应于及 ( J /- 以-心，有两个 u 的扩充赋 値％, «/ 2 •它 
们的相对次数/都是1 (此时屯= H [ x ]/(/ i <*»« li[a + M ] = C , 

为代数封闭域，故4。上不能有次数大于1的代数扩张），它们的 
缩分歧指数 e 都是1, 

请把这个例子与第一章 S 5 “复整数集” 对照. 1>及10相 
当于那里的惯性型，2>相当于那里的分歧型， 3) 相当于那里的分 

解型 • I 

现在我们来考虑一秩赋値，即实賦値的情形，我们有下面 
的定理 • 

定理 7.16 设1是兀的有限扩域， [L : iC] = n, v 是X的实 
赋値，尺对 " 是完备域*那么， P 在 i 上只有一个扩充 L 对 
似是完备域. 
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证明我们先证 t 对似是完 备域. 设是 L 对 /T 的 

一组基.任取 L 的序列 { a i}， 设 

■* . 

a i - y] b ij u i. 

i ^ 1 

4 

我们要说明： { fl f } 是 L 对 w 的柯西序列（注意 ， rank w = rank v 

=1, 所以 w 也是实赋値）令今是对 y 的柯西序列( V ； =1, 
…， n ), 如此，则 

■ 

■ - 、 ■ 

* P 

lim flj = ^ (lim 办 “ ） Uj6 L ， 

t 

即 证 明了 [是 完备的 • 

显然 • 

«■ 

■ 

=^. 时，结论是显然的.现在我们用数学归纳法 • 

r ^ * 

当~« = 0(¥/=1，2,…）时，结论是正确的.假若{心}是 L 的柯西 

序列，而 {^J 不是尺的柯西序列，则轉导致一 矛盾. 事实上，此 

时片 oo ( 注意，距离 = exp (- y (6 i B -& itt ))) # 

那么，存在一个I及一序列的整数对 （Pi,A), 使 PMpoo, 而 


且 

令 



v d b P i n -^ q i n )< l . 


Ci 






dil u l 十 ••• + 


4 U 


w i c i) - tV{a p ^ — flg ; ) - V(b p .n - # n)"^°°* - 

所以 {A-、} 是一个柯西序列，幷且^合归纳法前提的要求，因 
此{“}(/ = 1,…, n-l) 是 /C 的柯西 序列. 取极限后，得.< 

0 = lim c t = (lim d ix )u x + + (lim +u n 

=Auj + … + 4 n _ x u n-l +u nf d^K f 

它与 {«i ，…， n} 是 L 对 K 的一组基的已知条件 不合. 这就是我们 
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要导出的矛盾. 

现在证明如的唯一性 • 设化与叫是 U 的两个扩充 • 那么，任 
取 L 的序列 {h }, 我们有 

lim = oo lim a # = 0 lim w 2 (a t ) 二 oc. 

设那么 

lim )=oo 〒> limwjaj^oo iti 2 (a)^>0 

==» aemw 

所以 mwczm %. 同样可证 m W 2 cmw 所以 m W2 = m Wl . 若 ae 
■^ tUi\^tOi t 显然 a 1 ^ tlljyj = ^ 所以及同 

法 p r 证只《；2^及于是只》1 = 只》2，即似1 =：1 ^2* 丨 

讨论事实上， w(fl)=y(N i/K (a))/n . 参看定义 
定理 7.17 设 i 是夂的有限可离代数扩域， = 设 
v 是凡的一个实赋値， w^， •“，心是 y 在 L 上的所冇的扩充•设 h 
是厶对叫的完备化域，皮是 K 对 " 的完备化域， 

那么，我们恒有 

n = j ^ n ,. 

i -1 

证明 设 L = JC[a]«/C[>]/(/(x)). 又设/00在允 [x] 中分 
解为首一的不可约多项式的乘积如下： 

/W = JJ / i (^). 

t 

取定犮的一个代数闭包对 L 的任一赋値《^，其相应的完备域 
是允的代数扩张，故存在由 h 到 D 的 it 嵌射(即保持尤不动的 
嵌射) A. K 的賦値〃可以自然地扩充为龙的赋値，仍记为 
根据上定理，〃在中有唯一的扩充如％容易看出，映射 

i * Ld 

u)» (a) =M ； *(or|(a» 

是 if 的一个賦値，而且是允的赋値〃的扩充.根据上定理，即知 
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按無同样的邀理，袅知 
这里的同构是指左同构， 

易知 cr , a <>=£^(10 • ^= jtca ,( fl )] # aoo 显然是 / oo 的 
某个因子 / l ⑴00 的根. 而且不难看出，当 i 与/时，必有 

/1«>(*)^/1</)(*). 

事实上，否则 

⑴ 00> = 犮 [>]/(/| 山 00)«^(D, 

与上面的结果矛盾.这样，我们就建立了由{叫， …, 《^}到(人00, 
八00, … } 的一个 单射. 

反之，任取/〖（ X ), 视瓮 0]/(/!00)为 Q 的子域，我们可以 
作由 L 到公的 尺嵌射 a , 使 

cr ( a)=xe JtW /(/ K ^)) eO . 

尤的賦値"在 iU >]/(/ iOO ) 上有唯一的扩充 W ，， to 在 上的 
限制唯一决定了 t 的一个賦値 Wu 于是，我们上面所建立的由 
卜 W “,〜} 到{八00,/ 2 00 ，… } 的单射也是满射.所以 

n = [£ ： /C] = deg/(x) = 2 de S/i( x > 

i 

= = S tt “ I 

b 

i i 

讨论本定理中的尤及 t 都称为局郵域， L , iC 称为整体 
域，[乙:凡]称为整体次數， [ H ] 称为局部次数 • 上面的 定理 
又可以叙述为 

■i - 

整体次数 =； S 局部次数. ， 

例15令 

I* =sQ [fl]»Q[x]/(x 3 + 2), K ~Q f R V =Z l3)t it - Q 3 , 

应用 Hensd 引理，因为 

X s + 2 = (3c- 1 >(x 2 + 7 - 2 )6^/3Z[x], 
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所以 


jc 3 + 2 = (Jc — (1 + + (1 + …） x- (2 + •••)) 

=(x — o ) ( x 2 + OX - ^^ QjC ^ U * 

因此， 在乙中 有两个扩充，一个是由映射(? 3 ，所引生 
的，另一个是由映射 Q 3 ( XI/(V + 似-存），所引生的. 
我们有 

I 

整体次数= 3 =2局部次数 = 1+2. 

擎 

p 

定理 7 . 18 设 L 是; C 的有限扩域， v 是尺的一 
秩离散赋値(即 G „« Z )，/ C 对 y 是完备域， w 是 *； 在 L 中的唯 
一扩充 • 那么 ， ef = n . 

证明令 m » = (0, m w = ( r ), t = az % 其中 a 为 i ? w 的可逆 
%.在 L 中取七 使它们在心中的象是对 4 线性无关的 • 
我们只要证明 

{fl〆 ，： i = l, •••,/，/ = 0,… '-1} 

•i 

I 

, i. 1 

是 L 对 JC 的生成元集，便得出结合定理 7. 15,立得本定 

, ^ ，■- ■ » 

理. 

i > 

I 

任取显然，当时， 

j 

w(t s b) = sm;(0 + w0} = se + oo. 

这就是说，当 s 充分大时， t ^ eR ^. 因此，我们只要对于 k 

I 

K , 证明丨可以写成下列的线性式便足够了： 

- L , , ■■ ■ 

■ 

b ; ^ c i ja i x i y c ^ e ^ v . 

i * i 

令 or : / V ^/? w / m w 是典型映射，那么根据 { aj 的选取， 

_) = ⑹， e 柔. 

I 

取只 V ，使 /§) ) = ® /?》，即有 

* 
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- 2 c iV a i^ ( r )* 


同法考虑 


s 得 


- 1] 


不难侬次作 下去. 当我们必须用 f 时，利用 t = x ^ a - H y 
以取代经过整理，不难得出 

■ b 






例 IS 设是域， 1((0) 二? W(t))， ，其中 t 为变数， 
[t / (T):^c(0] = «, 那么， t ^ ax % a 为 V[[r]] 的可逆元， k f = 

及 - Ry / tti v 9 f = [ f : H 

定理 7. 19设 L 是 K 的有限可离代数扩域，〃是 K 的一秩离 
散赋値,％，…，％是 y 在厶上的所有的 r 充， 叫対 1；的相对次数 
是 h ， 缩分歧指数 是心. 那么 



证明根据定理7,17， = n > 这里 n i F [尤 Li 与 

4 

_ ， 

尤是 L (对％)及凡（对 o 的4&化域 • 辑据定理 7 . 9 ,在完备化 
作用下，全序群剩余域4"^皆木变，因此相对次 
数/«及縮分歧指数 A 也皆 不变， 根据定理 7.] 8,即有① = 

I 

所以立得 
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1. 在 p - adic 数城 Q , 內碼定其赋値的値群、赋値环和赋値 
环的极大理想，证明其剩余域同构于 Z / pZ . 

2. 试决定 <?( i ) 內的赋値，使它们是 Q 內 7- adicT ® 値的扩 

充《 

3. 试决定 0(0 的所有可能的赋値 • 

4. 设是域凡的两个有限次扩域，且^到1/存在一个保 
持冗的元素不动的同椅 (7. 又设 / C 內赋値 〃在 1/有一扩充„；，•证 

明 . 

# 

tv ( x ) ( X ^ L ) 

是乙 的一个赋値，且为"的一个扩充 • * 

5. 设凡是 P - adic 数域 Q , 的有限次扩域，（ X ，是 Q , 上不可约 

多项式/00在 A ： 內的两个根，又设 Q * 內赋値 y 在 A ： 上扩充为 w ， 
证明： w ( a ) = w 氣 

6_ 设凡是 Q 的伽罗瓦扩域，证明 •(？ 內赋値〃在尺的任意两 
个扩充叫 ，叫 都有相同的相对次數和缩分歧指数 • 

7 - 设’是域， y 是尺•上一秩离散赋値 • 证明”的剩余域 
与兀特征相同的充分必要条件是：包含尤的素域 • 

8. 设 K 关于离散賦値 y 是完备域， L 是尺的有限次扩域， 
y 在1內的扩充记为 W • 如果 UT 对 V 的缩分歧指数等于 [ L : / C ], 
则称扩充 L / 凡是全分歧的 • 现令 jt ， p 分别为 m Wf m v 的生成元. 
证明 L / JC 全分歧的充要条 件是: 滿足方程 

- ■ . .x n + djpx *"* 1 + — + d n ^ x px + a n p = 0 f 

其中兀， "（《,)> 0， v ( a m ) = o , n = [ L : KJ , L = K ( n ). 

9. 设 / C 是完备域，证明 A ： 的斌値可唯一地扩充为它的代数 
闭包 I 的賦値/ 

10. 证明 P - adic 数域 Q , 的代数闭包点,不是完备的 • 

11. 令卜 exp (2 iri /5 )，/T = Q (()， 试求 <?的 p_adic 斌値在 
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A ： 内互不等价的扩充的个数，此处 p = 3,5, ll . 


§6因芋类群 

■* 

r 

关于賦値论在代数数论中的应用，请见 F — 章 “ Dedeldnd 整 
环”. 我们在本节里，讨论赋値论在代数几何学中的 应用， 

设 t 是一个域，或称为“数 域”. 我们常常假设 fc 是代数封 
闭的(参考第六章的希尔伯特零点定理） ，夂 =々(々,•••, A ), 此 

I 

处々，…，心不一定是代数无 关的. iC 称为代數函数域•设 

tr deg(/C/t) =n. 

■ 

定义 7.9 设 p 痦 K 的& 赋値. 如果 t r d e g 0,/ fc )= n - i , 
则称 w 是 iC 的索 因子. 

讨论根据定理 7. 5 ， rank v + res-dim t /< n . 请注意， 

* , 

res-dim v = tr deg (4./ t ), 

因此 ranlct ;< l . 又知 rank i /年 0 ，所以 = ；[• 

例 17 设兀 = … '•>，tr deg ( iC /^)=! n , y 是 JC 的素 

因子. 如果 v ( r ,)< 0 , 则用 6 1 取代即不妨设 
< V * = 1,2, 所以心二，•••'•]•我们要说明，当 

tr deg ((女％ ，…， jc .]/ p >/< c ) = n - 1 

时， ht ( p ) = l , 此处 P = •••，■]. 

假设有 (0)^ P 1 SP , 此处 P : 是一个素理想 . _令 
^ = fc[^i , ― = kL^i ；**• P = P/Pu 

那么， trdeg (5/0< R . 用诺德正规化定理 纟存在 心：缸仏, 
…, L ], 义，…,^是代数无关的，&对 A 是整数相关的 • 不难看 
出，5 n ^ i ^ co ), 

tr degt ^/ p )/^) =tr degGA/fn 公 1 ) 八 Xn -2, 

而且…入 ] /p = * S 7$， 山是 tOwJ / p 的 比域. 因此得 
到一个与前提相矛盾的结论： trdeg ( A ./^：)< n -2. 所以我们 
知道 ht(?0 = l, 
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任取 / ep ， 设/的素因子分解式为/ = U / m 因为 P 是素理 

i 

想，所以必有一个但是 (/,) 也是一个素理想，且 ht ( p ) = 
J ， 所以 (/,) = p * 这就说明了在一个唯一分解的整环里， ht ( p > 
=1 ==>?) 是主 理想. 

I 

L 

显然，肛七是一个一秩离散賦値环，而革它含 
于見中 • 因此，我们得出只 • ，…, 

从几何与代数的联系来看，在 tOi ， …, h ] 上有限的而且 

tr deg<(^[r l , ... ,x,]/p)/t) = n-l 

的素因子，相当于义*中由/, = 0定义的 《-1 维不可分解的代数 
多样体 • 

定理 7.20 / C 的素因子 " 必然是一秩离散赋値 • 

证明仅须证明 〃是离 散的(参看上面的讨论).取々 
使它们在土中的象对是代数无关的 • 又取使七,…， 
A 对 t 是代数无关的，以及 y ( A )>0( 如果 K \><0, 就用 K 1 
取代 〜）• 令汶=々[〜，•••，*«]，它的比域为凡1 = t (太1， •••'《), « 

是 u 在^^上的限制. 

因为 / C 是的代数扩域，所以 ranku = ranky 二1 • 由于 

ZA .： A U 2> IK ： K ^ 

所以的代数扩域，即有 

L _ 

tr dcg(4,/^;) = trdeg(4 # /t) = n-l, 

于是 《 是犮 i 的素因子. ， 

我们要说明 ti * deg ((5 yt >)/4：) =”-1, 这里 pzrm.nt 显然， 

S/P = 狀, •• 

已经知道其中的是代数无关的 • 假若、…义是代数 

无关的，那么，是单满映射，于是 

P = (0) , R U Z^S (0) = K lf rank u = 0 • 

这与 rank u =1 不合 • 

根据例的讨论，《是一秩离散赋値•又根据§5中定理 


145 



7.15 的引理1，存在整数使不难导出 

G,^Z. | : 

系设"是 7 C 的素因子，那么，&是一维的正则诺德局部 

环. 

证明应用定理 7.3 的 2). 丨 

讨论一秩离散赋値〃不一定是素因子 • 请看下面的例子* 
例18令 a ( x ) = t , cr ( y ) = e f • 由于 t 及以是代数无关的， 
所以 a : C (⑴）是城的嵌射 • 又令似是 C ((0) 的 赋値: 

w (/(0) = ord ( /0), /(0€ C ((0>. 

(? 是在 C ( x , y > 上的 限制. 显然 、 

Cg ^( mG w ^iZ y 

d 

所以， y 是一秩离散赋値.但是 

CczA t (^ A w = C y 

即 u d e g ( ZU / C ) = o ,所以 " 本是一个素因子* 

例19设 v 是兀= k ( x it - ，,>的素因子 ， P = » n - fUD ^ ， …， 
•那么， trdeg (( t [> W r ；]/ P )// c > 不一定等于 n -1, 这里 
n = trdeg (/ C 八) • 因此不一定合于例17的讨论 • 现在我们举一 

个与例17不同的例芋 • 1 

设凡=女 1 > 1 ,欠 2]， tr degCTC /^) = 2 •令 "= ord ， 即，如果 

U(/(A J 2)> =的最低次数， 

vUi^l f Xi)/9CX, ,X 2 )) = y(/(6 ，父 2)) - "⑽ i 々 ))• 

事实上,此时只 • G * 

所以 y 是 iC 的素因子*可是 ‘ 

p = m , = (^ 1 ^ 2 ), 

即 tr , x 2 ]/ p )// c ) = 0 < 1 • 这也就是说， ht ( m ， C \ kZ x if 

X 2 3) = 2 > 1 ," 在上的中心是 ( h , r 2)， 相当于几何学 

的一点 * 丨 

考虑例17以及例19,我们给出下面的定义 • 
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， 定义 7.10 设有整环 S = iC 是它的比域 • 又设 

y 是 / C 的素因子 ， P = m . fl ^. 如果 

tr deg((57p) 八 ）= tr deg<4./ft) =n-l, 

那么，称 y 为对 &的第 一类棄 因子. •否 则称〃为对 ^ •的第 二类索 

因子 • 

我们先 i 正明下面的引理. 

引理1设有整环$ = ^>! ，… 3 J , 兀是它的比域 • 那么， 

对素理想 P 而言， - 

tr deg (( S / p )/ f [) ^ tr deg ( K /^) - 1 = n - I 4 a ^ ht ( p ) = 1. 

证明 用诺德正规化定理，选取 h ，…， ^，使 … I 对 fc 
是代数无关的而且 s 是对 i = klyi , - 整数相关的.令 Pi = 

pD ^. 不难看出， 

ht (> p > = ht ( p 1 ) (为什么？）， 

tr deg((5yp)/ 々 ） = tr degCC^i/Pj)/^), 

因此，本引理筒化成 A , h 的情形了. 

<=. 因为& 是唯一分解整环，所以 P , = (/), /是不可分 
解的多项式(参看例 17) ; / ^ 1 , 0 . 于是，不*看出， 

tr degC^/p,)/^：) =in - 1, 

*=>. 设有素理想 Pl ， 使0 那么，令&2 =次 1 /；) 1 ， 

则 trdeg ( S 2 / fc ><7 i - l •易见 

S i/Pi—^2/(Vi/Pi) 9 ht(p t /p 2 )< 1 , 

所以，同理得出 

tr degCC^j/p^/ZcXtr degC^/t) - -2, 

这与已知条件不合 • I 

讨论根据引理， to ,, …，^]的任意一个不能加长的素理 
想链 （0) 运必定有长度 n . 同理可以看出，两 
个素理想 PCq 之间的不能加长的素理想链 PSqS …睪 有 
相同的长度.我们称这种性质为垂 链性. 上文说明了^，…, 
心]有垂链性《 
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定义 7.10 7 如果 = 则称 p 是对汶的第 一类* 
因子， 此处匕没等是与定义 7. 10—样的 • 

讨论考虑满射 

这里不，…'，是变数 • — ff - KO ) 是4[欠! 

的一素理想 ,7( q ) 是 r 维仿射空间 A ” 中的一代数多样体 

是 V 上的多项式函数环 • 设 P 是紅巧 ，…, xj 的一素理想, 
令 < r '»( p 〉= q 1 ， 则是 V 的一子代数多样体 • 此时有 

fat ( p ) = l ^ ss ^ dimW ^ = dimK — 1 

(见上面的引理) • 于是， v 是对5 •的 第一类素因子4+^在 S 
的中心 P 相应于一个 n -1 维的不可分解的子多样体 • 一般言之， 

的对应不是单射(请看下面的解说)， | 

我们要讨论整数封闭的环整数封闭的环也称为正 规环. 
有 F 面的定理. 

定理 7.21 —个一维诺德正规局部整环$必定是它的比域 K 
的一个一秩离散赋値环. 

证明 根据定理 7. 3, 仅须证明没是一个正则环便足够了. 
这就是说，我们仅须证明$的极大理想 m 是一个主理想.以下分 
段说明_ 

1) 令111 -1 ={及6尺： bmc ： S } % 显然， nr 1 是一个汉模， 

不难看出， mm - 1 是 S 的一个理想，所以 mnr 1 

我们先证明任取年0 ,考虑理想00 的简 
略准素分解，因为没只有一个非零的素理想 tn ， 所以00是一准 
素理想， m 是它的相伴素理想，因此存在 cel 使 m = (( a):0 
(见定理6,21 的证明 )• 显然 eeOO (否则（00:«0 = $年》10,所以 
o / a ^ S , <?/ aem ~ l , 因此 

2 ) 证明假若不然， Iijmm- 1 = m , 任取 
则 amctiu 令 m = (6,, …，卜），那么 
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ab ( =? c, } ^S(i = !,••• , 0 * 


于是令 



即有 Am = (0)( 参见定理 6.6 的证明 ）• 所以 A = 0, 也即 a 对 5* 是 
整数相关的 • 巳知$是正规环，立得 msc ^， 这与 1) 相冲突 • 

因此 

3) 根搪定理 6. 35,我们有 flm 1 =(())• 辦以任取 
a em \ m *. 不难看出 am — 是5的理想 • 我们要说明嫌 = A 
假若不然， anr l c ： m 9 那么， aeam - l mczxt \ 2 9 与 a 的选取不合 • 

因此 anr ^ S *. 于是立得 • 

(a) = aS^nm^tn = 5m = m, 

即 m 是主理想 • 丨 ' … 

讨论 1) 设5 = &[>,,••• 3 J 是诺德正规整环， 兀是 它的比 

域.设 p 备对$的第一类索因子.令则有 ht ( p > = 
1,心是一维诺德正规局部环，因此是一个一秩离散赋値环•自 
然心=>5,， rankrankS ” 应用定理7.4,立得心= $,• 

因此，对&的第一类素因子 〃的賦 値环，即是^对高度为1的素 

理想的局部化环參 

2) 从几何的观点来看，当 $ = ，心] 是正规整环时， 

对5的第一类素因子 v 即相当于代数多样体7的《-1维子代数 
多样体灰，此处没是7的多项式函数环 ， n = dim V . 

例 20取次 = Jtl > 2 , t 3 ]， 则汉不是一个正规环 • 这是因为《€ 
/ c (/ c 为 s 1 的此域〉， tes . 令 P = ( t 2 , t <»)， 不难看出， 
ht ( P ) = l , 但5 ••不 是正规环，因此 S •也不是一个賦値环 • I 


、 
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设 V 是 n 维不可分解的正规代数多样体，这就是说，它的 
多项式函数环= to : ，…， x r ] 是正规的，而且 dim 5* = n , 我们 

引入它的所有的 n -1 维不可分解的子代数多样体所生成的 
自由交換群 000( 也记为 D ( S ))， 即 



qez ， ％是-1维不可分 


解的子代数多样体 


这个群 D ( K ) 称为 V 的因子群 ，其元素称为 因子. 

,任取/€$,考虑理想 (/). 我们要说明：包含 (/> 的髙度为 
1的素理想 P 只有有限多个.这是因为，考虑 (/) 的筒略准素分 
解以后，不难得出， P 必然是 (/) 的一个孤立素理想，以表示 
与 n -1 维子多样体 W 相对应的賦値，那么 

以 1©(/〉>0 *4 ■ > (/ 〉 cp，p — n 

因此，任取& = //没 e 凡(兀表示^ •的比 域），定义 


(办 ） = 2 y w ( 厶〉 

则只有有限 多个％ ( 0 年 0 ,所以 ( A ) eD ( K ), 这 样定义的的 
因子 G ) 称为主因子，显然，我们有 

(AA) = Hv^h^w ^vMw +^vMW ^ 

:〈办 1 ) + ( 厶 2 〉 • 

因此，所有的主因子形成 0 ( 幻的_个子群 F 0 SX 商群 

C(S> = D(5)/F(5) 


称为汉的因 子类群 • 

设 A 的因子(幻=0, /* 有什么_质？我们先征明:. 

引理 2 设5•是正规塔德整环，那么任意的主理想00的相 
伴素理想都有相同的高度1 • 

证明应用 Krull 主理想定理，（幻的孤立的相伴素理想的 

高度都是1 . 所以只要证明00沒有嵌入素理想便足够了 • 

假设00有相伴的素理想对乍局部化后， aS , 有相 
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伴永 理想 衫 , 堊 根 据定理 6. 21的证明，存在使得 
p 5, = ( aS , ：2>),此处^否则， ( a<s， « : ^) =^0. 于是 

^(qS % )czaS^ (h/a) (q 《 “ 

不难看出， （ Va )( qD 是 h 的一个 理想. 只有两种 可能： 

1) <6/_ 夕 •）=〜 

2 ) 

在情形 1) 下，存在 ceqA ， 使 ( V a )“ = l , 即有 

q> — bc 9 (<?) = (aS 4 iby =： ^iS* 4 y 
故 dim ^,<1. 

这与中存在素理想链 0 SP 5\ 睪 qS ； (即 dim 5\>2) 不合. 所以 
情形 1) 是不可能发生的， 

在情形2>卞,令 ] = V fl , O / 那么，我们得 

出联立方程式 

■ 

^ C i = ^ a ii c h = 1 ， …， r). 

* . 

f 

不难得出（参见定理 7.21 及定理 6.6 的证明），^对&是整数相关 
的，所以 del . 即 “ adeaS ” 与彳的已知性质矛盾 • | 

讨论当理想 /妬相 伴素理想都有相同的髙度时，我们称 J 
是不杂的，在几何的情形下，不杂的理想 / 定义的多样体的各个 
分支有相同的维数 • 

定理 7.22 设$是整环，那么，我们有 

1) P 取所有可能的素理想！ 

2) 5 = n ^., m 取所有可能的极大理想； 

3) 如果没是正规诺德环，则5* =门汉,， ht ( p ) = u 

证明 1) 显然有夕匚义， sczn ^,. 任取 v&eA a ,6 e 
s • 这就是说令 P 是与 { a ": n = 0, l ,2, …}交 集为空 
集而且含有6的所有理想中的极大者，不难看出， P 是一个素理 
m . 在没，中，<»是可逆元， ft 不是可逆元，因此 <2八6心* 

2) 任取素理想设极 大理想 rnz ? p . 显然有 


m 


3) 应用定理 7.21, 5^都是一秩离散赋値环 • 令 u , 是与 5 V 相 
对应的赋値•任取 = •立得 

〜(备)>0, V p ( b - y ^ v 9 ( a ). 

1 ■ 1 、鏜、 

设00,(纟)的简略准素 : 分解如 下:’ ' 

h 

I 

(為 ) = n / i , \/jj - q /. 

应用引理， hKPD dtOli) =1(W ,/). 于是 

— r . ■■ : 

^ p { ( h >^ p . W , y , .( a ). 

不难得出， { p <} 匚{心}„以及 ‘，‘ 

⑷〜〕 (&)〜• 乂 : ： 

不妨设 Pi = < h , 如果七 e { Pih 则令0 =久经过这样的整理以 

,由 


即知 hS ,.^ J ) S, r V ;. 

现在要说明 1 

I i ^9 i n s =^h 汉 =//• 

显然，,•门夕〕 /;• 任取 ns ， 那么 c = / v ^, 其中 

r € Ijy seqj , 如果 /j = 5 X 即 qje { P 0 时)，巧最然 a 

1 U 否则心是汶的准素理想， \/7 i = qi # 由^*=卯,#据■准素理 
想的定义，即知于是= //. 类似； ^可证… 


所以，我们得出 

.= f]SZD JjS,, 

^ I h . ^ 




于是有 ( a ) = n ^ i ^ n /} = 0) 9 ^6(3), 

即有 . I ' ' 

讨论在几何的情形下， S 1 =&[々，••， ，3 f n ] 等子7、个代数多 
样体^的多项式函数环 • 是在 m 定义的一点上的不等于 oo 的 
有理函 数环. 定义7_22的 2 )的意义是 t 在7上有定义的多项式函 
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数，即是在各点都不等于 M 的有理囪数* 

在代数的情形下，引用谱集 S P ec 《，我们把《的比域尺中的 
元素当作在 Spec 5* 上定义的_数，把《当作 Spec S 上的多项式 

面数•那么， 定理 7.22 的 2) 也有与上面相同的意义. 

系设& =^[6, •••,、]是正规整环，凡是它的比域， /e 

K . 那么，因子(/> = 0♦今/是$的可逆元* 

证明 t ； p (/)=04=» v ,(/~ 1 )=0<#=^/,/" 1 €' S , ,. I 

一般说来，因子群 P(S> 是一个很大的自由交換群，提供不 
了什么有用的数据，而因子类群 COS) 是可以表现一些有用的现 

象的. 我们先证明下面的引理. 

■ - r r 

引理 S 设 f 是诺磕 整环，那么，下面的三个性质是等同 

1 

的： 


1) S 是唯一分解整环 I 

2) $的不可分解的充素/都生成素理想； 

3> 高度为 r 的素理想都是主 理想. 

证明在 S 是诺德环的条件下，我们已有分解的存在性，以 
下仅讨论分解的唯一性.、 

_ ' k 

1) =»2) • 设5•是唯一分解的整环，/是不可分解的元 

素.设总 Ag (/>， 即存在 V 使 gh : fh '. 于是，/|5或 / jfc ， 

即 5 ec / o 或 Ae (/). 因此 (/) 是一个素理想 • 

2) =»1).设 

(*) n /- n ^ 

/<，仍都是不可分解的 • jp 么 D > 3 e (/ 山必 有某个山即 
fi \ g i 9 因心也是不可分解的，不难导出 / f 与仍相伴，我们从 
(*> 式两侧消去 / i 以后，应用归纳法，便可得出分解的唯一性 • 

. 2) =»3).设 ht ( p )= l . 取不可分解元 / eP , 那么 (/) CIP , 

于是 (/)= P . 

3) =>2) . 取包含 (/) 的极小素理想 P * 根据 Krull 主理 
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想定理， ht ( P ) = l . 因此 p = ( y )9/， 立得 / = _• 所以是 
相伴的， </) = p . 1 

下面的定理吿诉我们因子类群的一个用途 • 

定理 7.23 设 ，…, x T ] 是正规 整环. 则 S 是唯一分 
解的整环令 #^(<9)=0. 

证明 =». 设 W 对应于素理想 P, ht(p) = 1,根据上面的 
引理， P = (/). 所以（参见例20后面引入的记号） 

主因子(/)=$>'(/)%= 灰. 

立得 DOS^FOS*)，C ⑺ = 0 . 

<=. 任取一个高度为1的素理想 P, 令 W 与它对应.那么, 
存在/，使 

主因子(/)=，， 

即 〜(/) = 1， P v vj t U > > = 0, V这就是说，对于 
任一髙度为1的素理想 Pi 年 P , 总有 /6 Pu 利用定理 7.22 的3)， 
立得 

( /)=./5=/(n )=(n fs 9i )nfs, 

i t 

I 、 

如 

= (n hp^p=p (n 汉” m)=p*s , =p. 

这就是说，高度为 1 的素理想都是主理想 • 应用引理3,立得本 

定理 • 丨 

例21设5=0[>,夕]/(:^-夕0/-1)) =)C[y], K 是 $ 的比 

域. 

1) 5•是正 规的， 我们只须证明 5* 是 C[y] 在X中的整数闭包 

r 

@便足够了*显然，X对 C[>] 是整数相关的，所以次 
在 K 中任取对 C[y ] 整数相关的元素 + POO , 此处 a ( S /) , 

它的迹和范数 
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I ■万⑴ ）= 2 芦 ( y )， 

N ( a ( y ) x + j 5( y >) = - a 2 ( y )( y(y - 1)) +炉(夕> 

梆应厲于 C [>], 于是 

芦 (《 V ) € CJj /]， 

fl2 (y)y(y -1) G => a (y)6^[y]. 

所以 

2) 设 y 是对汶的第一类素因子， a : R v ^ v ^ R v / mv* c 

是典型映射 • 设 aOO = a ， 0"00=1不难看出， 

P = tn ” 门5 = ( x _ a , 犮 一 f ») 汉, 

即 u 对应到曲线 

x * - jKy _]) =0 

上的一点反之，任取曲线上的一点(\彡），考虑素理想 

( x - a , y - i >) = p . 

因为 dim *9 = dim C [ y ] = 1,所以 ht ( p)<l . 于是显然， ht ( p ) 

■ 

=1. 所以是对5 1 的第一类素因子，综上所述，因子群公 ($> 
即是曲线上的点所生成的自由交換群 

[ X n i w i ： 是曲线上的点 y 

3) 任取曲线上一点考虑下面的多项式 

=x + y - a - b ^： S 9 

读者自行验证 S 的理想 (/) = b - a , y - fr ). 于是 

因子 (/) = ( a ，6 X 

因此， C ( Sy = D ( S )/ F ( S )= o . 所以$是嘴一分解的整环. 

例22设汉 7 C 是 

的比城.就像上面的例子一样，我们可以验证 

1) $是正规的； 

2) = [2 n ^ i ： % 是曲线 **-友(友-1)(夕-2) = 0 

上的点> 
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3) C<5)^：0, 这就是说，5不是唯一分解的整环 • 为证明 
这一点，应用引理3，我们仅须证明素理想 ($，y> 不是主理想便 

可以了 • 。 " 

假设 （m = (5(无,歹))•令 /diO =^-y(y-i)(y-2)， 

立得 

(«,夕）= ( ⑽，穸),/(尤，犮)). 、 

不难看出(为什么？） 

5( x ， y) = a (y) x + 办（双 ) 专灰， （ a(y) ， P(y)〉 =? H). 

我们要说明 ( 没 0^) ， /<0))1^[>] = 60 /))，此处 

h{y) =P 2 (y) -a 2 <y)y(J/-l)(y~ 2 ). 

从这里立刻可以导出 de g ft (々) 古 I a 0/)6 c ， 所以 y€( A (y))， 

(n)nct>]^(50c,iO,/(no>r> c [>]，，'' 

(X f y)^CdC x f!/) ,/C^lO)* 

设 r(y) 是(沒 0,y) ,/Of,jO) n c [y] 中的任一多项式：则存 

在 ( 上， y)4 c t> ， y] ， 使， ： 

(1) r (夕） =+办0)/(^ ，夕) • 

用欧几里得算法，有 

■ T 

r 

a ( x f t /) = +^ 7 deg ^ 

代入 （1) 式，得 

r(p) =a f (Jc ， y) W) + V (Ay)/( 叉 , 《 V>. 

比较两侧尤的次数，不难看出 n 1 

deg*〆 (x,y) = 1, deg^ O^y) = 0 

产 . . 

& j d I 

b 、 、 \ ' ■ 

令 、 

a / (x f y)^Siy)x + eCy), Oc t yXy\ 

于是得 ’ : 

l 

(2) r(y) - (5x + e)(a)c +j5) + jt(x 2 — j/(y - l)(y-2))* 

此较两侧 x 的系数，有 

■ •" • 

§0 = — 7 C ， S ^ + 60 = 0 # 

因为 （a，A〉= (l>， 所以 5 」 a ， e 一入 P ， 兀=一又 a2 ， 共中 
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CM . 代入 (2) 式，即得 

rQ ) =-从 00. 


1. 令 = V 一 y ). 证明及是整环，试求/? 

的比域兀的一个第一类素因子, 

•fe 1 

n 

2. 续上题 • 证明互 不是鲞数封闭的， 

. 3. 令及 = C [>, 幻八 V -* 2 + 1)4 正明及是整闭整环 • 

4. 续上题 • _定犮的此域双的所有第一类素因子^ 

5. 续上题.判断及是否唯 j 解整环 • . 

•. 

6 . 设题 3 中整环只的比域为 X •又设在典型映射下 
在衣，会 3 :+ 峡 jc . 试计算/的主因子 (/) • 

7 ^ 设是內不可约多项式,由它生成的理想 
(/» 对应的不可约代数多样体％(/>上每一个点都是平滑的.令只 
二 CEhrt/C/Od))， 及的比城尺的因子群中=元素 


2>%， 


其次数定义为 deg a = 如果所有《<>0, •则 oi 称为芷因子. 

给定因子 a ， 令 1( 幻表示凡中满足如下李件的元素 ti 所成的集 
合： （*0+ a 为正因子.证明 L ( ct > 是域 C 上的一+线性空间/ : 

8. 续上题 • 设“ €^\ C •令 ： 

• • 

* 

⑻ 0 ; 2 y ' to ( w )^ («)^= 2 V w Cu ) W m 

• w («)>6 ， 

证明： de g00o =—[/ r:e(io]， 从而 deguA o • 

^ \ 『 ■ ■ ■ 【 
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第八章 Dedekind 整环 

I 

s 

§1 定义 

本章的题材主要源自“代数数论”及“仿射代数曲线论” • 
仿射代数曲线加上无穷远点集即是射 影代数曲线， 也即相当于黎 
曼*面.因此，本章的结果可以应用到数论、几何学及复变函数 
论. . 

设艽是 Q 的有限代数扩域•我们要硏究凡的代数蠊撖坏 
显然，5 •应 该包含1, 5应该以！为比域， 没应该 是整数封闭的 
(即 没是正 规环） • 在上面的三个自然条件下,$的自然选择应 
该是 z 在 jc 中的整数闭包 • 此时， s 是一维正规诺德整环(參见 
定理 6. 7与 6. 23,以及下面的定理 8.3). 

设是一个常数域， C 是一个一维仿射正则代数曲线，$是 
C 的多项式函数环，汶这时， S 是一个正则环， 
即对任意的极大理想 P 而言， A 是正则局部坏 • 由于没是一维 
的，所以 = 根琚定理 7 .21，5；都是賦値环，因此都是 
整数封闭的.根据定理 7.22, 我们知道 

因此 s 也是整数封闭的(事实上，只要 s 是正则诺德环，定 
是正规的) • 所以^是一个一準正规诺 辉整环 • 

综上所述，我们给出如下的定义： 

定义 8.1 设 D 是一个整环 • 若 D 适合下面的 条件： 

1) D 是诺德环》 

2) D 是正规的， 

3) dimD ^ l f 
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则称之为 De 4 eldjid 整 环》 

讨论 1) 如果 dimD = o , 则乃是域 • 如果 dimD = l , 则乃 

是一维正规诺德整环 • 

2) Artiii 环的 定义是 什么？ | 

在本节里，我们将证明 Dedekind 整环的一些等价的定义. 
先引入“分理想”的 槪念， 设$是一个整环， K 是它的比域 ， J 
是兀的一个芋集，而且是&模.如果/的所有元素有一个公分母 
即 Jc =( l /( i > S , 那么， / 就称为一个分 理想. 显然， S 的理 
想 J 有公分母1， IczS 9 所以/是一个分理想 • 5•的理想/也称 
为聱 理想. 形如的分理想称为主分 理想. 

固定了 $以后，令，是所有分理想的 集合. 那么，在，中有 
自然的 ”， “ n ” 等运算，我们可以定义运算“:”（即 
“此”>: { 、 . 

不难看出，入:八是一个& 模. 设人年 (0), 令心是八的公分母， 
任取化/ 2 , g 然有桫(人:心匚心所以当/ 2 年(0)时， 

人:厶也是一个分理想. 

■ 

对“ •”而言, S 显然是 JT 的 幺元 ： SJ = J ^ 我们定义非零 

的分理想/的拟逆元： 

/ r, = { a ： a ] dS } - S\] m 

请注意， // m 不一定等于 5* ,当 ] r i =夕时，我们称/是可逆 

的，当/为非零的主分理想时， 

= Cb / a ) S , !卜 = S ， 

故 J 是可逆的. 

我们先证明一些引理 • 

引理1设/€，•如果尸是/的一个乘法逆元，则 

尸 : J ' 

证明 设尸是/的乘法逆元，则那么尸匚&/=: 
广 1 • 我们又有 &/ =尸/(汉:/)€：'次=尸，所以尸 =/' | 
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HM 2 如果每一非零整理想}都是可逆的，部么，\{(0>} 

是一 '个 乘法群 • • ■* * 

证明取 /6，\{( o )}. 则存在4，使 / td / dV ，此处 r 

是一个整理想 • 显然， 

= dl -^ (//-' = ( i / i )/( i /- 1 = S , ) # I 

, I ' : ； 

引理 3 每一个可逆的分理想/必 定薑一 个有限 5 模 v . 
证明已知/广那么，存在有限集{七 }^/， {<jc 

• ■ ， 

广 1 ，使 

- I 

■ 

| 

■ 

任取显然于是 

- . 1 」 …< 

fl = a2 a i a ’f = 2(0“ 

I T 

J I 

. * 

可见{々}是/的生成元集•丨 

■ - , ■ 1 

si 理4设乙 ，…丄是整 理想 ， n a 是可逆的,，那么每个 

i - 1 

。(/ = 1，山,幻都是可逆的. 

. • ' 

证明佘/是的乘法逆元，那么~ 

i -1 < ^ | - ■ ■ 

引理5 设心，…，是可逆的素整理想，化，…,以是素整 
理想， . 、 ... 

I 

(*) 11〜 = 11幻. 

■: 

, ， ■ 

j * 

L 

那么 ， n = l 9 且经过整理以后，有 Pi = 1，…，^: 1 、. 

证明设，…, PrJ 中的极小者 • 由于 

p ^ n p i = n ^ 

^ \ 

1 

所以宓有某个 < ii <= pi . 同理，必有某个’ ： 、 

■■ ■: ^ . : 

Ps ^ j . 
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m 


由立得 PfdpPh 在（长）式两侧乘以 PT 1 , 应用 

W 


归纳法立得本引理,: d 

引理6 设&是正规诺德整环， ae 久设 P 是主理想 5 VI 的 
相伴素理想.如果 P 是一个极大理想，那么， P 是可逆的. 

证明 假设 P 不是可 逆的. 那么•甩为 P 是 
极大理想，而 Pdfll ) 是义的 理想，所以 p = p ( i : p ), 于是，任 
取 K 0?: 队则有 TPCZL 因为5 •是诺 德环，所‘以可令 


P = ( 办 I 


»•舉 


A > 


不难看出，我们得出 -： 组联立方程式 






叫6$ (* = 1 ，…， 认 

. r 

d 

4 


所以, r 适合 {:叫 ] 的特征多项式 

因此 r 对5 1 是整数相关已知6；是正规的，所以于是, 

X^'P)C：S 9 

又興轉沒⑻〕今V场;有(^>>=3,以及. ( 心:|0 = &.以下我们 
要 i 正明 v . 在诺德环里, . P 为极大理想，那么 (Sa : p) = 与 p 是 

&的相坪素_拉，±1箸木能相容. ' 

合以=:以 〆 喜 5 V 的简略^准素分解，: v ^7= P •设 ( h =) P ，. 

■ * T 

我们有 、 

' ■ 1 V } ■ ■ 

Sa dxSa:^') = ((Sa ： p) :p) = (Sd-.p 2 ) =： .*. = (5fl ： p f ) 

= (npf ： p z > = n(Qi ： p i > = n((ai*p ; )fi^), 

显然 ( ch : w ) n 《=\ 我们要说明(〜:^)卜<^^450.这 
只要说明 （ A : P ) n 5 t ： q “任取 6€( qi : P ) m 则、匚心•’假若 
6 e < h ， 由于 P 差有限生戍的理想，必有充分大的整数 tn , 使 

， ’-■ P CpiCZ\/Qf = P < > ' .-. * 、. 

于是 PC 妁， 而 , P 是极大理想，所以 P = 〜. 这与简略准素分解 
的定义相矛盾•因此必有 k 屮，則 . 
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汉 〔a “ 

于是，我们得出了 的另一个简略准素分解, 、 

心:=厂 | 

卜1 

这是不可能的 • | 

引理7设$是一个诺德整^：,如果&的每个极大理想都是 
可逆的，那么，每一个非零的理想 J 都是5 ■的极 大理想的乘积 • 
证明设有一个非零的整理想不是极大理想的乘积，根据诺 
德环的条件，必有一个整理想 /是适 合此种条件的整理想中的极 
大者.自然，/不是极大理想.设 /gm, m 是极大理想 # 考虑 
m" 1 /. 显然有 

假若 J = m - V ,立得 mf = J . 应用中山引理的证明，易于得 
出，存在使(1-^0/ = (0).那么 ，I = (0)> 与 J 是非零 

• 上 

整理想矛盾.所以 /gm - 1/. 根 据/的 选取， 

f . 

这里叫是 《的极 大理想， m^rn]Jm u 这与 /的迭 法茅盾 .1 

_ 

I- 1 

■ 

请注意下面的定理的条件 3). —般说来，在代数整数环里， 

■ j 

沒有整数的唯一分解 定理. Kiimmer 发现了 “理想的唯一分解定 
理”，弥补了部分缺慽， 1 

定理 8.1 设 D 是一整环.那么，下面的三个条件‘等同 
的： 

1) D 是 Dedefcind 整环； 

2) 如果 D 不是域，则，\(0)是一个乘法群I 

■ 

3) 毎一个理想/可以唯一地写成素理釋的乘积 /=n> u 

证明1)=今3).我们只须讨论 D 不是域，/~(0)的情形. 
于是， dim 0 = 1 . 任取一个素理想 P 年（0>,那么， P 是一极大理 
想， 任取显然， P 包含的一个相伴素理想！因此 P 
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是 Da 的一个相伴索理想.我们应用引理6,得出 P 是可逆的. 
再应用引理7 ,得出每一个理想 J 都是极大理想的乘积*又根据 
引理5,得出乘积的唯一性. 

3)=»2).仅须证明每一个非零的分理想/都是可逆的.设 
Jd(i/d)D m 不难看出，# = /是0的理想•令 

■ 

我们先证明每一个非零素理想 P 都是可逆的.任取0年设 

^ = JJPiCP . 

由于主理想都是可逆的，应用引理4,那么，每个 W 都是可逆 
的.此时， P 必包舍某个 P〗， 所以我们只要证明：在 3) 的条件 

下，每一个可逆的素理想都是极大理想（如此，则 

• . • 

= 可 逆). 

任取 Pi 是一个可逆的素 理想. 考虑 

p； +Db y +Db\ 

根据条件 3), 我们有下式 

1 

Pi +^ = JJq^, )p\ ^Db^JJq^ 

此处 q 〗， 叼都是素 理想. 自然，作典型映射 

■ 

cr : D^D/p \ 9 立得 1 

B5 = (r(pi+Dfr) = J]y t /p;, 

r 

r 

D5 2 = a(pi +D6 2 ) = 

4 

利用引理 4, 主理想及 5 与都是可逆的，于是 M/Pl,q17Pi 
都是可逆的素理想 • 但(!55〉 2 =及5 2 ,应用引理5,即知 {(JWJ 
是 {M/M} 的两倍重复，即有 ; 

P5CIP ； +D&2 =n^^(ll^*) 2 = (P，1 +m > 2c =(Pi> 2 + D K 

任取由上式即知，存在丸巧0,使 
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T A 之 + sfr . 

因为所以 sew, 于是〆 1 (=印' 1 ) 2 + ?)00^' 1 ,.即有 

一 p , 1 =(p\y^K b ^K(K + Db '> 0 ■ : 

由于 Pi 是可逆的，以 (Mr 1 乘上式， W ^ V \+ Db m 这就是说 
Pi 是极大理想. ： ，:' 

上面已证明，每一个素理想 Pi,W 都是可 逆的. 回到起始 
处， 

A 

- h ^ 

# _ 

J ~ d~~ l I = /(ZM)’ 1 = rKn^r、n〜nc 

h 

r _ t ' 

是可逆的， 

h I ^ r *• 

2)=»3) # 应用引理3,即知 D 是一诺德环，应用引理 7, 

1 l ■ 

即知每一个非零的理想都可以分解成素理想的乘积 •： 再应用則理 
5,得出分解的唯一性. '、..：：./ 

' , H 、 ■ 

2 )与3)=>1).如果夕是域，则 ZP 是 .Dedekind 整赤.我们 
仅须考虑 D 不是域的^形. , ；. 

应用引理3,立得公是诺德环.先证—维的.应用引理 

7,. 我们可把任意的非零素理想 P% 成 m< 是极大理想， 

, • p - ^ k ^ p 

立得 P 包含一个极大理想，因此必然等于这个 '极大 311想,、所以£> 
是一维的. ： ' 

现在要证明 D 是正规的.应用定理 7.22, 峩们仅须证明 
是正规的，此处 P 是任意的非零素理想，只要证明是一个赋 

値环就足够了.任给，令 

■ 

(a) r=p-J|p；*, 

h 

■ ■ ' ■ 

； ■ ■ * 1 ' 

，- 

定义 t ;( a 〉= n , 又若 v ( b )= l ， 那么 ；. ’ 

ia / b )= p n ~ l ne , 

. r ^ 

定义 v ( a /^) = = v( a ) - V ( J 0 . 显然 . y 是〜个寸秩离散赋値. 
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规在我们赛说明，的陚値环及不难看出， - 

此处因此及又设 

p 

_ 〆 

去 e R v ， ^ } beo f (a) = p M ]jp；% (^) = p ; IJp| 

则那么 V 

{a/b)D 9 =p-^D 9t 

即存在健 

I 

. T-b oer- l f ieo\p, , 

也戒一 eo , •所以心 = 0,•因此 £» 是正规的 .I _ 

定理 8.2 设 D 是诺德聱环 • 那么，£>是 DedeUnd 整环 <#=♦ 
任取极大理想 P, 是赋値环. 

蟬明.如果, D 是域，_无可 i 正之处 • 设 D 不是域 • 

==^. P 的 高度是 1 v 庳 用定理 7.21 ，立得 • 、 

m ^ 

令' 是诺德环，缉用定—7.3，立得 dimD, =l(VP). 

所以 dim£?=：l( 定理 6.26 乂又根据定理7,22, 立得乃 是正规 

■ 、 + 

的 • I 

例1 用第七章的例22.令 

. D = c O,y]/Oc 2 -yO-l)(y-2 ； 0. ; 

不难验证，汐夸一维正规诺德环，即 Dedekiad 整亦 • 在例22中, 
我们巳经蜱道 f b 否是一个唯二分解的聲沐.但是 D 的每一个— 
Mf 都可以分釦成*理想的唯一乘积.例 ill， 考齊理想〈$), . 现 
在我们要说明. * 

(IO = (M)' 

显然 x 2 = HQ - i )(^-2> e «), 

所以 (lb。 (於 ，坪 j 2 ) = (m 2 •又有 」 

* i - 

, t 甲 : i 、 ' # 了 . 

罗(龙 2 -罗 3 + ^ 2 )e (怎，罗 ) 2 , 
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立得 (0 = 0,3^. 从儿何学的观点来这充非是说 ， V = 0 定 
义的曲线与V - 2) = 0定义的曲线，在 (0,0) 点有 

一个重数为2的交点而已. 

例2 令没 = 此时&不是芷规的，因为 

^ = (-1+%/^3)/2 

在夕的比域 - 3] 中，而且适合 

( 1 ) 0 ) 2 + 0 ) + 1 = 0 9 

但是不在 S 中.令1) = 2|>1不难看出， D 是一个诺德环.现 
在要说明 D 是正规的. 

a + ^6>eQ[6>] = QCv/^3], a ， beQ . 众所周知， w 2 也 
适合 （1) 式，与 w 共轭. 因此 a + W 与共辄.由此可以 
算出 

* 

■ 、 * 

Tr(a + bo >} = (fl + bo )) 十 （a + bo ) 2 ) = — 厶， 

s 

N(a +bo}) = (a + &w)(a + bo 2 ) - a 2 +b 2 - ab m 

■ 

设〜是对 Z 整数相关的，那么， fl + 6w 2 也对 Z 整数相关， 

j 

m ^ 

所以 2 a — beZ ， a 2 + b z ^ abeZ % 即有 

■" 

( 2 ) 2a~b = n 9 n^：Z t 

(3) a 2 = Z. 

解出 （2) 式中的代入 (3) 式，整理后，得 

(4) (3 a ) 2 - 3 n (3 a ) + 3( n 2 -0=0. 

因 Z 是整数封闭的(正规的>,所以由 （4) 式亦知 3|3 fl , 

1 ■ 

所以立得办 ez. 这样，我们证明了 d 是 Z 在 <?[>] 中的 
整数闭包，因此是正 规的. 所以 D 是一个 Dedekind 整环，也就 
是 QCv/ 1 ^] 中的代数整数环，I 

, 定理 8. 2建立了 Dedekind 整环与赋値论的联系.我们要进 
一步地发展两者的关系. 

设 D 为 Dedekind 整环 • 令 F 为 D 的比域 A： 的所有在 D 上为 

有限的非平凡的赋値〃的集合，令見;是〃的赋値环，爪^是^^ 
的极大 理想 . ^P = m v f ]^ m 不难看出，心=公，（定理 7.21). 
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掏此是—秩离骹贼艟4即 

( Kj ) F 中的賦値 t ; 都是一秩离嵌赋値 • 

又根据定理7 , 22 , zp = n^t = n^> flp 

( K 2 ) *0 是所有的交集 F ). 

t 

任取吟⑷ =!]>:，• 那么，当吟 P *( V«> 时， N00 = 
0 # 因此有 

( K 8 ) 任取 0 知 teD , 除了有限多个外 ， vW = 0. 
我们还有. 

( K 4 ) 任给 veF ， 恒有 POD， 使仄 =£>，• 

•-般地，我们有下面的定义， 

定义 8.2 任何一个整环，适合上面的条件(心），(苽 2 ),(心）, 
(K 4 >， 则称为一个 KmH 整环 •卩中 的賦値称为 D 的主*賦 

値* 

_ 

讨论 1) 上面的讨论说明了，任意的 Dedekind 整环都是 
Krull 整环. 

2) 可以证明，尸 = {/>•: ht(p) = l} # 

3) 可以证明， Kml〗 整环公是 Dedekind 整环令令 dim£>< 

1 # - 

4) 任意正规诺德整环都是 Kmll 整环 • | 

以下，我们仿照第七章§ 6 ,构造 Dedekind 整环的因子类 

群.我们将仅应用条件(1),(心>,(1^),(1^,所以，下面的讨 
论可以自然地推广到 Krull 整环上， 

i r , 

我们令 Dedckind 整环 S 的因子群 

DCS ) = { 2 n i v i * n i€-2T, v f € F |， 

1 有限 3 

其中 P 如前所述，任取令 a 的因子 

•fa 

⑷ = ^v { ia)v u 

i 
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应用 ( A ), 上式右端是有限和，因此(<2)€公(幻*令 

■ ■ 

尸 (玄) = { 2 n ，•⑹ ： 听夕}， 

(有限 3 

即为 由因子 ( a ) e 5*) 生成的 芋群.定义 Y 的因子类群为 

C ^ S )= D ( S )/ F ( S) t 


因子类群又称为理想 类群， 

当 Dedekind 整环，…，时(此处允是 域〉， 这里定 
义的因子类群与第七章§ 6定义的因子类群是完全一样的，因为^ 
个赋値〃，只要在^上是有限的，必然是一个 t 赋値. 

仿照定理 7.22 的系，我们也可以证明：：因子<<0= 0妾今 a 是 
S 的可 逆元， 在这个证明中，我们须应用 （ K 2 ), / 

丁:仿照定理7、23,我们可以 证明: 万是唯一分解的整环 ♦今 
C(5*) = 0. "V; 


、 有兴趣的读者，请参考华罗庚著《数论导引》第十六;韋“代 
数数论介绍”中有关“单位数”（即上面提到的可逆元)、“理想 
类数”的讨论 • , 


■ 4 


例 3 我们在 
第一章§ 5 中，已 
经证明 了 Zp ] 是 

■ "rf 

if 欧几里 得整环 

，(郎存在:欧九里# 
算法的整坏)，因 
此是 t +唯二分解 

的盤环.所以 

W 

= 0 . 

，现在我们返回 
去考虑例2,证明 

d 

C ( Z [6)])=0 # 证法与第一章 §5 类似， 我们先在复平面上，对任 





图 8 . 
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取的勾 + 40 >年 0 , 作图 8 . 1 所示的网格.不难看出，任给一个 
ot = a 一; a 必然在某一网格之中.网格是边长为\/& <( +^> 
的正菱形，于是必有一网格点(幻与 a 的距离小 
于边长，即 

N(a - (6 j +6 2 <»))<£ f 1 +4 iw ))< N (^ 1 + i 2 w ). 

令 r = a -+ = h +办 2 6>;即得 

a =： p ( d x + d 2 (0) + r , N ( r )< N (大 t 

所以，立得是一个欧几里得整环.于是它是一个唯一分解 

■ . 

的整环•所以 ; C ( Z 1 X [> = 0. 

现在来计算7[>]的可逆元，不难看山， A +< i # 是可逆元 
♦♦ N (禹 +/ 2 w ) = (^+^0))(^ + i 2 6> 2 ) = 1. 经进一步计算得- 

> .■ * ^ P ■ 

(毛 +^(£>>(4 十名 w 2 ) = ( 勾 + d |) - d x d z = 1, 

■■ ■ j . , - * 

在 Z [>] 中，满足上式的 A + dp 只有{土1，±0), 土（1+0>>}，即 

\ 

是 ■{ +1，, ±公，土 w 2 }. ’ . 广 … 

^ - ? 1 ^ 1 ., ■肀 ' 

' .例,4 我们用例3的结果来解决费马问题的一个部分：下列 

、■二 ■ ■ / ■ - ■ 

^ x * - fr * 一作 

力桎式 

• _ * r ► h - > - 

h ^ . b • . I J 

vl ) - X 3 ” 3 = z 3 

的整数解，必然是 W , 2 三者之一为零 • 这就是说， x , y , 

■ > j 'T • 

怎必定是“平凡解” • v： 

丨 L 

我们进一步硏究 Z [&>] 的算术结构. 令入=1 — “)• 那么 # 

、 - f / 

N(A) = (1 _ W) (1 — rs J — 0) — + W 3 = 3« 

3 是素整数，不难 由此楠知/是 冶可奋解的/现在，我们计算 

名[>]/(儿) • 显然 

' (又) nz =<3>, 

ZM / W «^ M /(^ 2 +^ + 1 ,i - 欠） 

«( Z /(3)) M /( j £： 2 + x - m,i - x ) 

«(^/(3)) M /( l -^)« Z /(3). 

所以，任取之 O ]， <1运0或 1 或 -Umod A ) • 

我们考虑 (1) 式的非平凡的解组 x 山 z 的两种情形： xyz , 

4 


169 



或 A I xyz m 

1) A \ xyz % 于是 欠，灰，5?_土1(»10<1又〉.代人（1)式得 

± l ± l ®± l(mod A *) # 

但是 3=- WA % 所以 A 3 $3. 因此不可能有上式 • 

2) A I xyz . 如果有这种不平凡的解组，那么，我们可以选 
取其中一组，使尤押有最少数目的不可分解的因子*不妨假设 
A|ar # 那么 

X\x <#=#> j 是因子数更少的解组 • 

所以 又|多/设方=义*1 ；， A | 考虑下面的比较广义的命 

题：设# 是 Z[>] 的可逆元，那么，下面的方程式 

(2) W 十 M 8, W = 0, s>l, xyv ^ 9 l\xyv 

在 zo] 中 无解. 

现在我们来证明这个命题 • 假设存在满足 (2) 的解组心友，匕 
对于 s = l ,2, …， （2) 式给出一系列方程 • 考虑所有这些方程 
的所有可能的解，从其中选择一组 W ， 使的因子数目为 
最少 • 读者容易证明， W 夕不可能都是之[>]中的可逆元(因为 
这些可逆元的立方皆为土〗）• 如果心 y 有不可分解的公因元 a ， 
那么 ，0 I v 9 这样， x / w / a '/ a 又是一组解，而且因子数目更 

少，所以，在我们的选取下，必有 

I 

• • 

(uO = (y ，*0 W) =⑴* 

.b 

* 

因为 jc a + y ^= x z + y z + /iA 3J v 8 =0( n iod A), 所以， 

■ 

+ l(mod A ), + l(mod A ) (为什么？〉 • 

不妨令 x = l+Aa， y - - 1 + A ^, 此处 Z [ w ] •代人 x 3 + 身 3 

后得(请注意 3=-W，w^Kmod A)), 

x *+ y 3 = 3 A(a + b ) + 3 A 2 ( a 2 -6 2 ) + A 3 ( a 8 +^ 8 ) 

sA 3 (- a) 2 (a + b ) +( a 3 十沪 ）） 

«A 3 ( - (a + &) + (^ 3 + ^ 3 )) (mod A*) t 
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又不难看出， a 8 - fl ^ O(mod A ), b z -b^Q(mod A ), 因此 

x % +夕 3 三 O(mod A 4 ) t 

结合 (2) 式，即知 


(2> 式又可以改写如下 


(3) <x + y) (x + + o) 2 y) = 

在 xsl ( modA )，^- l(mod A ) 的假设下，不难看出， 

X \ x + y f A I jc + (ot/ f A I x + < y 2 ^ # 

令 


x +o)y 

~ir 


y 


W(JC +6 J 2 ^) 


5 T 


6 > 2 (X 

A ~ 


则有 〆 ， 〆 ， 〆 € zo ]. 因为 

(1 - w 2 )r=A jc’ 一 Aw〆, 

所以 〆 ， 〆 的公因子#必然是丈的因子.同法可证#必然是灰的 
因子，因此 c ,，>=( i ) .经同样的计算，可得 

< 〆〆 ）= (， 〆 ） = 0)- 

(3) 式可以重新写成 

(4) x p y f z p = - // A 3 v 3 f s - 1>1 # 

义容易看出 

(5) 〆 +〆 +z / =()• 

因为 V , 〆 ， 〆 无公因子，所以，从 (4) 式立得 

(6 〉 > y f = ^2^X9 货 ’ = ^3 Z l > 

此处01，仏, 〆 *是可逆元.又知 A 整除 V〆 之一,不妨设 
A |^, 由(4>式即知 

这里蚴是可逆元，代入 (5) 式，立得 
(7) +/ i 8 A s <*- 1 > y l = o , 

其中 5-1^1, x^v^o, X \ 

<7)式与(2>式是十分类似的.我们不难证明仏=±心.事实 

■ 

上，把(7>式 mod 利用戶± l(mod A ) 以及都是可逆 



元（即只能是 ± 1 ， ± w ， ±似 2 ), 即可得出 01= ±02. 用 Ai 去除<7> 
式，立得 

(8) 4 +( 土 〆 ） 3 十 〆 =()•. 

此式与(2>式完全相同，即 x lf ± y ltVl 是形如 (2) 式的方程的又一 

组解，而且具有较少的不可分解的因乎数目，这就是我们所要找 

的矛盾 • 、： . • ：•、：.」 

习题 


1. 设及是 整环. 如果对于及的每个极大理想 m , 都是 
D.V.R .， 0：对每个非零元素 ae 尺，只中只有有限多个极大理想 
包含 a ,证明只是 Dedekind 整环. ' : 

2. 设乃是 Dedekind 整坏， a 是 D 的非零理想•证明 D/a 

中每个理想都是主理想.由此导出公的任一理想都或由至'多两个 
元素生成， ： :^ 、 

3. 证明只有有限多个极大理想的 Dedekiiid 整环是 P.I. 

D • • I 

4. 设 R 是局部整环，但不是域，其极大理想 m 是主理想, 


且 






i 正明只是离散赋値环， （ 

5 . 设 A 是整环，举例说明 A 的分理想与其拟逆元的积不 

一定等 于只. •… 

6. 设 K 是诺德整环. 证明： a 是 i? 的分理想令今 ci 是有限 
及模 • 

7. 设只是一个整环， a 是 A 的分 理想， 试证下述三条是等 
价的： 


(1) a 是可逆的； .. ? 

(2) a 是有限及模，幷且对只的任一素理想 P , 都有6心可 

■ 
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逆 * t ‘ ： f 

(3) (* 屉有限1?模，幷且对只的任一极大理想 m， 都有 aR 

可逆 • 

8. 在本节例1中，将 ($) 分解为素理想乘积 • 

9. .证明是整数封闭的 • 

; 叫&明,的因子类群为零. 

11. 证明之 [e 2 » i/s ] 是欧几里得环 • 

12. 设 D 为 Dedekind 整环， a，b，c 为 jD 的理想 • 证明 

(1) a n (^+ c> = <0 n *>> + (o n c >? 

( 2 ) a + (b n O = (a + b) f](a+ c), 

r ■ - 


§ 2 s 数 r 充 

I 

■ ■ r 

t - .H 『 

代数数论中讨论的代数整数钚 D 是之在一个代数扩 域凡中 
的整数闭包 ..代 数几何学中的一维正则多项式整环 W >1， … ，〜] 
也是 Wh ] 在一个代数扩域 … 〆 n ) 中的整数闭包，此处心 
是一个变数 • 已知之及都是 Dedekind 整环 • 我们要说明 
公及，… 〆 《] 也是 Dedelcimi 整环 • 不难看出 ， D 及&[>!，•••， 

都是一 维的典 正规的 • 我们仅颔证明它们是诺德环 • 

我们先 证明： 

引理1 设公是 一个正规诺德整环，凡是它的比域，1是凡 
的一个有限可离扩域，&是 D 在 L 中的整数闭包•那么， S 是一 

个有限 D 模 • ： ： ^ 

证明 1) 设炫 =*[ U [ L 又设订是兀的一代数闭包.那么, 
存在〜， f n : 1^10是力个 it 嵌入 • 任取 del , 参考第五章 

§8,有 

^ r L / K ( fl ) = ^ <y j ( a )* 

- h 二 ’ 、 ， { 

‘ , v * 

因此，如果6是对 公整数 相关的，、那么， Tr L / K ( fl ) 也是对 D 整数 
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相关的，又在 尺中， 所以 Tr i / K ( fl ) eD . 

2) 任取 L 的一组 if 基 {〜，•••'《}. 令~适合 

t 

2為 = 0 ， b if eD 0 

f-o 

那么，上式乘以 M 3 1 以后，不难得出卜。心是对 D 整数相关的 • 
因此，存在 L 的一组 K 基 { q , …,心}，使 得〜对 D 皆为整数相关 

的. 

3) 任取 reA r = 2.令 

i ' 

d = det [ Tr L / K ( f ? 1 <? j )]^：0 

(参见第五章 §8 定理 5.33) • 于是 

_ 

D B 飞 T L / K 、 rcf ) = djCjCj ) 

= 2 A TrL / K ( q ~〉， ， = i ， …， n . 

.f 

r 

由上面这一组线性方程式，可以解出 A , 

d ^ dr ^ D m 

于是， Sc ：^( c i / d ) D = M % A / 显然是一个有限 D 模，而 D 是诺 

德环，所以， $ 是有限 D 模 • 丨 • 

系没是诺德环. 

当 L 不是凡的可离扩域时，我们需要下面的引理 • 

引理2设 L 是尽的纯不可离扩域， P 为兀的特征 
K . 又设5•是一个以厶为其比域的 Dedeldud 整环 • 那么， S(]K 

也是一个 Dedekind 整环 • 

证明令 4 = P n , D = Sf \ K . 利用定理 8.1, 我们仅须证明 

D 的非零理想 J 都是可逆的 • 巳知 ST 是可逆的，因此存在 
〜£ (57 广 ^( S :57), 使 
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(1) 

i 

= 1* 

r 

々是特征 P 的方幂，所以上式取 9 次方以后，得 

<2) 

ajsf = 1， 

t 

s q { e^czK f 

l 

(3> 

t 

= 1， 
i 


此处我们又有所以 

btlczK^S^D, 

也即 J) =/-*• 从 (3) 式立得 

X^^a^ell^ 

i 

JP II ^ D , 又显然 JMcD , 所以 JJ- l =i>. I 
应用上面的引理，我们可以证明： 

定理8,3 设及是 De 和 kind 整环， /C 是它的比域， L 是瓦的 
一个有限扩域，5•是£>在 L 中的整数闭包 • 那么，$也是一个 

Dedekind 整环. 

证明设1/是兀在 L 中的可离闭包,乃/是乃在 P 中的整 

数闭包 • 那么是一维正规环 • 应用引理1的系，以是诺德 

• ■ • 

环*因此是 Dedekind 整环 • 

L 是 P 的纯不 可粵扩 域.根据第五章的定理5.20,存在一 
个 q = p l , 使 L«c=I / •令13是 L 的一个代数闭包，在公中取 


那么，映射 


c : —1/ , 



是一个同构 • 令显然，也是一个 Dedekind 整 


环， 
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我们耍说明心 = 如此，则由于应用 
引理2，即得 S 是一个 Dedekind 整环. 1 

I 

任取令 6 = 因 4 a 是对整数相关的，所 

■ • | ■■ -** ■■- T ■“、 > ■- 

以&也对 CK 整数 相关. 而 D " 是盤数封闭的，因此， beD \ B|J 

有 . 

, 

ae < r - i ( D / )= D* f SczD * f ] L t 

反过来，任取〜以 n ^, 则^ e D / . 于是 c 对〜是整数栢关 
的，所以即 D * nLc 5\ ! v 

定义 8. 3设[是<?的一个^限扩域， S 是 z 在尤牟的整數 

H 

闭包. 那么，称乃为 [ 的代数整 数环. ..... il;； H 

定理8 . 4 ( 古典理想理论）在一个代政整故‘或 D ‘，每一个趣 

想/都可以唯一地分解成素理想的乘积 
证明应用定理 8. 3及 8.1, | 

设 /) 是一个 De d e kind 整环， JC 是它的比域， P 是丑的一个 
素理想.设 i 是 尺的一 个有限扩域，$是公在1丰的整數铕包. 
那么，根据定理 8. 3, 没也 蠢一个 Dedetind ft if . Wl ; J 我们 

女 :：: . \ n. : .... ... 

有 

* /■■ 

_ ♦ ，‘. f ： j - / ' 

(关） ps = U 心 ， v 

乂 | . ■■- .... ■ _ ' r 、 

此处〜是汉的素理想.显然有 qflD 二 pf 而 p # 极大理想,1专 

• i ； V. 

〜 HD ， 于是 

〜 nD=p, ; vi 1 

■ … 1 

r 1 

反之，设的素理想 q 适合 qf)D = D ，那么 

• _ 

I 

i 

■* I 

■ 

于是，必有某个》‘，使即有 

p 

令 v 是与 p 相应的赋値，即《>,畢与⑴相应御賦値， 

即', .那么 
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' *' ■■ ■ ni 边 ‘ f 1 ]D ^ 门次门 D = t n 乃 = 匕 

■ L ■ ■ 1 ■ 

所以 m Wt f ] D p ^ pD p ^ m V9 

* / 

•r 

不难看出，叫舞 *； 在 i 的一个扩充.根据（并）式，我们又 fr 


吣 v :=0〜• 

因此 p 的全序群 o v ^ w t 的全序群的指数(即％对 t / 的缩分 

歧指数)为 :: 

::?!['■ E^w . = 

: 我 n 知道， .. 

f ~ ^iv t /^w { - ^ /^it = 及 c/m® = D/p. 


所以，％对 v 的相对次数为 


^J = C ^： r>/Pl 


‘定义 8.4 考麁上文，我们定义七对 P 的缩分歧指数为叫对 

■ . • a 

的缩分歧指数〜； q 对 P 的读 对珑数(或称剩余次数）为叫对 
的相_数/«. . 

莪们 卞# 的定理. 


H 


定理 8 .5 1) 设 D 是一个 Dedefcind 聱环，X是它的邛域， p 


是它的一个非零素理想*设^是 K 的一个有限扩域，^是乃在 L 
中的整数闭包 ：( 一个 Dedelcind 整环〉 .令 


㈣ 戈 JI 0 


f 




那么 




这里 / i 表示 a 对 p 的相对 次数* 

- 2) 吏进一步，如果I•是 if 的可离扩域，那么，我们有 

| s _ 

v ； 

* •令 _> J * ■ b • f 

i 

» 

证明■应用定理 7.15 友定理 7.19 .丨 
下面的定理将联系到 j 域论中的伽罗瓦理论， 
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定理 8.8 1) 条件如同定理 8.5 的 1), 又假设 L 是 JC 的正规 

扩域.那么，所有的力都相等，令它是〃；所有的/<都相等 ，令 
它是 /• 又令心的个数是我们有 

2) 更进一步，如果 L 是 K 的伽罗瓦扩域，则有 

efg = ZL ： K ^ 、 

伽罗瓦群在{七，<? 2 , …， h } 上有传递性 • 

证明令 G 是 L 的 / C 自同构群.先证明 G 在 {( h , q 2 ，…, q p } 上 
的作用是封闭的，而且有传递性.任取 aeG * 显然，如果 
那么对 D 整数相关，所以 or ( a ) 对 D 也整数相关，即 
有 (7(5") =5. 又知 


( T ( qOf ] D ^ p 9 

所以 a ( q,)riD = P . 显然 a ( qi > 是* S 的素理想，按照定理 8. 4后面 

的讨论， …， h }, 即 a 在的作用是封闭 

的. 现假设存在砌不属于1的轨道 

OrbCq^ ={q 0 ..*,qi} # 

■ ■■ * 

那么，幻 GhU … u 〜. 取^€幻\0111] … u « ii ) •'不难 奢出， 

c r r ( a ) 6^1 U U ( V 

1 

令 s = [ L : 尤]/0((7),则 . 



= N £/K( fl ) 6 心 flD = pcz^i, 


所以必有某个 r , 使心00€(? 1 .这是自相矛盾的.因此， G 作 
用在 {<? i , …, h } 上是传递的, 

■ 

由此易见，所有的 Q 都相同，所有的 A 也都相同.本定理的 
其余部分，可以自定理 8. 5导出.丨 

例5我们现在来举一个例子 ( F . K . Schmidt 〉， 说明定理 8. 5 

及定理 7. 15的不等式幷不一定能由等式来 代替. 任何一个一秩离 
散赋値环是一维正规诺德整环，因此是一个 DedeUnd 整环 a 

令{% '1 … } 是对 ft 。 = ^/( P ) 代数无关的•令 

h 

& = to (怎。，怎 1， •• •，怎 ft ，…）， JC = 
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沪 (X〉 = Jfj + zfx p + -\- 3 ix n ^ + ••• 6： 

现在要说明 cr: a(x>=x， ctOO =K3C) 是 

嵌入 • 这就是说， xjoo 是代数无关的 • 假设 /(me&m 

Y ] 是适合的不可分解的多项式 •令匕 为 fc。 添加/的所有 

系数所得到的的扩域 • 那么， h 是由匕有限生成的域•因此 

有 /( x , y ) e 以及 u d ^^/ koX ^. 

显然，即 /( o , y > 乓 (>• 已知 / o，K4>=o， 

故 

^/(0,K0»=/(0,2{>=0. 

所以，々对 h 是 A 数相关的•令 

fiX t X^Y +r；> = X i f l (, X 9 Yy 9 A(X,Y), 

那么 / 1 a,y>U 1 [Ar,y ], 以及 

fi ( x t z { + *•• r + *•*) = 0, 

立得 A<o^O = o. 

所以勺对 tl 代数相关，以此类推，不难得出， h 上的代数无关集 
{%,“.,％,•••}中每个元素都对 t 代数相关.这是不 可能昀 •所 
以，«心力一«00)是一个嵌入. 

i 

应用口，一秩离散赋値环及 tt = «：!>]] 在上引生一个一 
秩离散賦値 y . 不难看出， = A v = A u = k . 

我们现在喪作一个纯不可离扩域 

L~ kix t y)[〆 ] = %(:，〆）， 

h 

此处 〆 不难看出，在 L 上只有唯一的扩充》，它是 
由 

cr f : &0 e , y ’）— ft (00)， 

o f (x) = x t a* {y *) =sr 0 + z \ x + ••• +«**" + ••• 

弓 I 生的 • 此时 ，~ 9 A w = 5= 月斤以 

e = / = 1, ef<ip = ZL:K2. I 

设 C 是 rj 维仿射空间的不可分解的曲线 • 这就是说， C? 的多琐 
式函数环杜 C> ftO, ，… ，〜] /p 是一维的整环，这里 P =： J^(C). 
又设 C 是无奇异点的曲线，则对 &[C ] 的任意索理想 ( J , 
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是正则局部坏，应用定理 6. 45,它是唯一分解的整环，因此是正 
规环 • 于是，根据定理 7. 22， 

是一个正 规环. 这样，我们就证 明了： 、 

定理 8.7 设 A ： C ： C ] 是一个不可分解的、无奇异点的仿射曲线 
C 的多项式函数环，那么， / c [ C ] 是一个 D ^ dekind 整环 . ，， 

习题 

b 

1. 设 D 是 Dedekind 整环, K 是它的比域，为有限扩 

张，$为乃在 i 中的整数闭包， P 为公的一个非零 理想. 证明 
^ D p 为主理想整钚 • 

2. 设 R 是主理想整环，凡是它的比域， L / K 是有限可离扩 
张，只在 L 中的整数闭包为证明彳及模，且 

rankfl<S , = [I :iC]. 

3. 本习题 ( Kummer 引理） 给出 一大类 Dedekind 环在扩充 
素理想分解式的求法 • 

设 D 为 Dedekind 整环，凡为 D 的蚝域， L /兀 是有陂可离扩 

j 

张， D 在 I 中的整数闭包为 < s ， 且存在6 e A 使得设 
0适合 夂上的 首一不可约多项式为 zoo . 对于 D 的非零素理想 

■ > C 、 ■ 

设 

/( Jc)(mod p ) - Ji ( x ) e i ^ J g ( x ) e s , 

其中 h 均为 ( D / p )0] 中首一不可约多项式，两两互异.证明 

pS = … q:% 

芪中〜皆为汉中的素理想， q f = C / iW , P ), 而 / iOO 是乃[>]中的 
多项式，满足下列三个条件： （ a ) 首 一 ； ( b ) deg/ r =：deg 

(c) /i00(modp)=j^Of). 

4. 在中分解(3)，（5)，（7)，(11>为素理想乘积. 

5. 设 f = exp (2 ni /15). 将理想 (3) 和 （5) 在 Q (【> 中分解为 
素理想的乘积 • 
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6. S =C[w]/(x 2 -〆 ） 1 、’足 Dedekind 整坏，幷画出 

汐 - V ^ O 的实图形. 

7 证明夕 = C[> ，友 ] /(x 2 -yiy 1 - 1)(y 2 — 4) … （ J/ 2 - 5 2 ))是 

一个 Dedekind 整环（其中设为正整数），幷爾出相应的实图形 • 

8. 符号如题7,在没中将理想( X )及 ( y - n > 分解为素理想的 

乘积 （ n 为整数〉• 


§3判别式及表差式 

%. 

. V 

v • V ■ 

在代数数论与代数几何学中，用到的 Dedekind 整环 D ， 都分 
别包含一个主理想整环 Z 或彳[>]，因此可以看成一个 Dedekind 整 
环的整数扩充 • 从 Dedekind 整环扩充的观点来看，有两个 问题： 
— 是求它在一个代数扩域中的整数闭包，另一个熹考虑分歧点的 
问题 • 

我们先考虑第二个向题.设有两个 Dedekind 整环 Dd S 
是 D 的整数扩充，任取£>的一个素理想 P ， 令 

i 

定义 8.5 如果〜 =1,且是 D / P 的可离扩域，则称^对 D 

是非 分歧的 • 如果所有的⑴都是非分歧的，则称 P 对 5 ^是非分歧的. 

. • - ■ ^ 

例6 1) 令 x ， y 适合 

j / 2 - jc ( oc - l )( x -2) =0， 

D = Clx 2 . 如果年0，1，2，令 P = ( x - a )， 以及 

仏 = - 1) (fl - 2) ， ’ 及 2 = — — 1) (a - 2 )， 

则 ^ = (\^ 2 . 

这些 P ,< h , 如都是非分歧的*令纟=0,1, 2. 不难看出 

( i x-b)S - {^-b 7 y) 2 % 

所以，（^^>,0*^,<*0都是分歧的：请看图8.2(见下页).因为 

•I 
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事实上这两个曲面不相交，所以在三维空间中无法作出图解， 一 
定要到髙维空间才行. 

分歧点即是复叠映射的分支点*我们向 X 平面作复叠映射. 
在：平面上看，有三个点 x = 0, l ，2, 其象源都不足两个点 • 它们 
上面有分支点(0,0),(1,0)，（2,0). 

2) 令*^ = 0[>:，夕]，适合 

=y 2 (i/-l)-^ 8 -l =0. 

应用代数几何学，不难看出，上面的方程式定义了无奇点的曲 
线，因此 S 是一个 Dedekind 整环 • 令！> = {：[>]• 不难看出 

d 

b 

[ c O, 50:C(x)] = 3. 

任取 D 的素理想 p = Cc _ fl ), 令 

4 

t 


应用定理 8.5, 我们有 

■ 

2Je,/,<[CdC ： 00] = 3. 

i 

考虑 /( W ) 的 y 判别式 Dh v (/( x ， y )), 经计算得出 

m 

i » Y 




•X* 



Di « y (/( x ^)) 




0 

T 2, 



' 0 







s =(27«* + 31)(« 3 +1), 

令 5=0、(/,0^)\当 fl 不适会 0 时，/(\於有三+ 

^ ^ J ^ ■ 1 ■ ^ * 1 - 1 - ■ ' - - 


(x ^ a^S a (ar - a 


- PO . 


于是 355 25 — 1> 因为 D/(X — a ) ™ C y ^ 共特征 

是零，所以定义 8.& 中的？珂，离扩域”的条件也适合了,，因此，这 
番 P; 汉懒都是葬分歧的 • ； v: c、ri ，“ .‘‘ 

= o 有六个解，我们试取 * = - 1来讨论 i 我们得出、 


a 


(尤 + iyS ^ (^ + 1 , f y) 2 (x +l,y-li. 




f 



所以 (* + V , y > 是分歧的; <\+ i ， y - i ) •是非分 歧的. 我们无法作 
出 图解， 但是如果只考虑实数部分，•可以作出如图8,3的示意图, 
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从另外的观点来看， r 

- Dis y </(«, y » = (/( x ,^),/ y ( r ^)) 

(因为在 5 里， / (尤， y) = 0)，） 这也就是说'‘V \: k 

汉 (x)S = (/ y (x,y)).= (3 友 2 二 2m | 

所以，我们通过计算 AG, 幻便可得出分歧的理想， 

为了叙述方便起见， ; 先引入下面均寒禅，其证明留待以后再 
补. . * 

_ 定楚8?8' 设3是 Li 龛 

艽的一个有限可离扩域，次是 d 在 l 中•包 
= P[>] ,/⑻是 y 对兀昀极 小多^ «:• f 那么(夕)规定了次的所 
有的分歧理想，即左的素理想分歧的令今 q 是尸00沒的素理 




一般说来， 5尹 i ? Ey 3 的条件不能满足 C Dedekmd 曾举出例子 


(见 Hasse 著 《Number Theory )) ) t 为 TT 处漉3艘的情形 V 我们 


引入“互余模 f 的槪念 i 


:%: Hrim K 


v 






考虑 l 是 k 的一个声嗯茂声 r 滅,那4,埯函数 Tr 4 / £<«) 

相当于內积 • ‘们有下面^引 

51理1 ] StLL ： K 2 = n . 任取〜，…， fl „ e 兀以及 L 的一组兀基 

那么，存在唯 t 的一个使得 
T r n (⑽*〉 = a iC V * = 1 > ••• ,”〉•、 

s 

证明令 a =；2 X j ， 勺是待_数；：1^么 


Tr L/X (⑽ *>/= 2j X ^t/K j> = a i (*• = 1, …， 《) 




是一组 线性方 程式. 根 据定理 5. 33, 它的系数荇列式 


det ( Tr 4/ i (6 J j .< J i ))^0 # 


所以有唯一解. 


应用上面的引理即知,任给 L 的—组甚都存在 


L 的一组 E 余基 M ,•“，<}， 使 


ti 




， I 

M 




m 


■* ? 、 

这里 hi 是 Kronec ^ er 符导^瓦余甚也即是共雜基 • 

设及是一个疋规环， 以尺为 比域， L 是 K 的有隈可离扩域* 

又设7 1 是 L 的子集 • 那么，集合 

r f ={?? eL ： Tr LXJC ( zT ) czR } 

称为了对及的互余集 • 显然有 

T l dT i T \ z ^ T\ m 

当了是 L 的子环，而且了的比域是丄时，则称了/是了对只的互 

余棋，我们看几个 例子. . 

例7 1) 设 { w i， •“ ， w n} 是 L 的，组尺基 ，^ - 任 

i 


取 rep ，令 



if 


其中{<，•••#!；}是 i 的互 余基. 那么 
由此不难看出， ( T^=T 

4 

i / 


2) 又设叫：户卜、々：!，‘，行)，共余女口上 .• ' 令 a 对的极小 


多项式为 


Mi ： 





fix ) = x n + b t x n ^ 1 + •- + b n - JX ( x _ a *), 

V ^ 

: 1 !■' ■ p s 

其中 A =^ v (4 在 [爲， 个代数闭包 A 中 V 应角內插法的公式， 


n 



/00 


f r («<) 


上式又可以改写为 


a) 


Tr 


/o) a r 


L/K 


(WO 

— a 


f f ( a ) 




/i f 


我们硏究 

•.:> v 


foo 


应用下面的计算 


* 





( 2 ) 


其中 

■ *i 

(3) 


/OO /00-/( fl ) 



= 2 厶 *( 广卜 1 +似*-卜 



+«?1^*" 2 + ― +c 鲽 垂龙 , 

p 

* 

力 0= W • ^ 

c t ^ b t 4- b 0 a s b x + o . 


i = 6ft 墨 i + 办 + ••• 十办 qA* 


以 (2) 式代入 (1> 式，比较两边的系数，立得 

r 

, 

V 

Tr L / jr ( yV ~^ • a， ) = ^ lf . 

^ ■ 、 - ' ■ 

■ 

^ ^ m d s ^ I 

■ 

因此 …，為 } 

^ ‘■ 

h - 、 1 - ■• h - 

y ■ • • __ 

! ► : ' 

是 i 的互余基. t 的互余摸 r ( ; .. 

3) 更进一步，设 a 对只是整数相关的 • 那么,匕， 

所以 

V 、• '* V 

•k I 

■ 

T， = T ^ b ) ^ + + F ( a ) - > ^ f 7 ^) ^ 1 

此时 (r，）-^/ '⑻： r n ! 

定理 8. 9设 r, 及如上• 一 

1) 了对及的互余模『/是^ 1 的一个分理想^、: 

2) CT>-1 是: T 的一个 痄零理 想^ ^ 

证明 1) 如 S 2中引理1的证明/ 

2) T ^ T . 显然 • | . 

定义83符号如上. （ P 广 1 称为 T 在及上的*殲式（或艟 
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■% 



积)，用符号逻 3 VJ * 表 示之， 

讨论重新考虑定理 8.8, 应用例7的幻，我们知道 

^ s/d ~ i f (^)^« 

那么，定理 8. 8无非是说， 在 S = V[y] 时， 氧 r /D 规定了汉的所有 
的分歧理想 • 下面，我们将对一般的情形证明这一点 • 1 

设是 mdfekind 整环，： r 是及在 l 中的整数 闭包. 那么: r 也 
是 Dedekind 整环 • 于是，表差式级 3 V /* 可以写成了的素理想的乘积 


0 


r/R 




«( 4 ) 





自然，除了有限多个素理想 (? 之外， m ((0 皆为零 • m ( cO 称为 q 对 
A 的表 艟指数 • 设 P = (tn 及， 



那么，$00是 Q 的縮分嫂指数 • 我们要比较 m ( q ) 及 e ( Q )- l , 请 
注意，<?(心>1时，<1是一个対及 fe 分歧索理想. 

我们先证明表差式可以局 部化. 见下定理 # 

定理 8.10 设5 是一个 》 e 如 kind 整环，尺是它的比域， jL 是 
X 的一个有限可*扩域,^是及在 I 中的整数闭包 • 任取:只的一 
个素趣想久 ^ M 以及 M 及7^分别表示只及 r 对分母 

系 M 的分式化，那么， 

I ri jp. 


证明显然，及 m = A 也是一个 Dedekind 整环 ,7^ 是它在 ！• 中 
的整数闭包 • 

[• 任取 = 饥 € 级/此处 e B T/n , meM. 

再任取 L 对心的互余模(: r M y 的一个元素我们只须 证明以 e 
便足够了*因为，这样就有 

I 


a ^ i ( TuYy l = 

T 

I. 

E ^ Tr ^ r M ) ci ? M# 那么， Tt{bT)c：R u . 又巳知 r 是一个 
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符限樓，所以 Tr ( bT 1 ) 的所會无素有一个公分舟 frt 。. 这_是说$ 

TT ( tn Q bTy = moTr (& T ) c ：5. . 

換言之， rn 0 W， 此处 『是 1 对尺的互余模 • 应用 a' 的性质， 

立得 所以 /: 、 ， ；、:.，: 

- % * •_ _ ■ 

= (a / m 0 6>/(mw 0 ) 6T ， jf. : ■ y 

]• 再任取对成 购異余第 ). 

显然 ： ' ... 。 ：乂 - :，.. 


T 《厶 CT 尺 m ， 

即 对心的 ‘互余模) j 于是， abeR M . 现在我们在 
^中变动即考虑…」 . 


1 砵 




嫂销盖， 


因为 P 是一个有限只模，所以—个 ，限 斗模.那么， LT 的 
所有元素有一个公分母饥.这就 ji ^， mabeRiybeT ^, 也即 


mae ^ T / R , < 16 ;} ：； , ;; v , • - ；I ； 

系设 q 在 P 之上乂(邱 Qf \ 界兵 p )* 那知舛盼聲 f 对 

及 Jf 的表差指数 • . ■ : . :， 1 K ; 1 -.: 1 - ； ; ：.：'.：->\ 

为证明定理8」11,我们先細明龙两的别理4 0 r . m ^. 

. 引理 2 : 设只 最 De々kiud\ 擊环，:，是它的埃壙 ，:钟 悬凡的有 
限可离扩域，了是只在 L 中的整数诩包，令 P 是吞的素理想 i , , 

4 > 





又令 a , q 为下面的典型映射 




:V 


: R -* R/p = t 


oy . T ^ T / q t = 杞卜 


，9 


那么，对于 “ er , 恒有 


a ( Tr u ⑷） = 




证明设^ [n 


e i / i ，許中心 ：[七*:七](定瑪孕》5). 
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w 

.n * 


应用定理 7.15 的 1) 的 iE 明， 我们可以选取 L 的瓦基 

•L + 

{b i$ c it : 1 = 1 ， … ，设 ， s = l 广 • 汐 “ 右 =1 ，…，/*}， 

士 ' ; ，.二 ' ……-、作， V : ? : ' '.卜 ： .' ' 


2) {(TiCou): * = 1,… ， /i} 是幻对的基 * 

3) 〜 ( e it )=0， Vi^ir :： ' ! 

, • . ， , T _ 十 W ' ‘ 」 “ t r 

•' 心沿 r，h … 、 

d 

将基 { h / u } 先按 h 次按 s ， 再按丨的次序排好 s 

* J 匕 ■ 

V>nO l} AW •“ fin^i fx> h ^ G ^ … ， 1 ， 

*v : d e4 e ^ ff > p } - {^ir'y^nh ； 

令 A 为矩阵 处叫晃 如下: i 义尚 J 


flOJi 




那么, 


人 『! Vk (<0 = T « 2 從“ 


A 


^ 上 t'U 


ii i: + ， 





Rti ) 


■ 



Ro > 


a ' 

y 


0 i. 


It 


T 



Ro > 


i)f 


2 


淨汾釔 Rio 。 、 


I I 

V 


k 


Uh^z f z 


+ € 



Rco 


l)f 


显然， v l zDV 2 p -*- py ex , 




我们考察 


口 ( T r fc ， K ( fl >) 


为此，考虑映射 





&: T ^ T / pT , 

H 

- 1 ; m 

, * 

自然， T / pT 是 ri 维 ifc 向量空间，它以 {2 T (« 山 •••'(％>} 为 

基. 令显然， W 是在汉 < A 〉 作用下的不变子空间, 

^ ■ 、-. 

这里 wn 卜 .； ' . r ■. - : •.、■、，. ° 

or ( A ) rr [CT(fl| j )]， x ，. 

-教 L 1 ■ . I 

现取来硏究•不 难秀垆 ，对沪 I =1,2, 

q — 1，都有 ， ■ / ' - 

^ if ^i +1 1 ~ 1 /pi^^"/Q x 

还有％ 幷且在它 frit 面岛线飪崔用部等于 < T “ a ) 在 k 

向量空间^上的 作用. 因此，同样地考虑‘ 

尸 ' \ 

% t + i 〕% t …： 直 +•; ， •“ 

之后，立得 - 

I 

a ( TrL / K ( a )):='2 e * Tr vW a 》* I ， 

i 

定理 8.11 设及是 Dedekhid 整环， A ： 是它的比域， L 是 K 的 
有限可离扩域，了是及在 I 中的骜数闭包给： T 的素理想 q , 设 

_ = P . 

令 m 与 e 分别是 Q 对 R 的表差指数及缩分歧指数，那么，我们恒 
有 ' 二 _ 

h 

m > e _ 1 ， 

更进一步说 ， m = e - 1.令争<? 不； ^ i ?/ p 的特征的倍数，幷且 
77<?是 K / P 的可离扩域， : - 

证明应用定理 8. 10,我们可0局部化，即假设及是一秩离 
散赋値环.设1> =心^令 .、… 

pT = T 7 t = 丄丄夺 〆 ，. ^ r/n ~ I 上 口 〆 ， . 

t i 

' J 

则 r /= jj q7 ' 所谓无非是 kn>l - •/ Cl71/ , 



m 






■卜 _ t t 


I 

ell 


的包含 l 的最小 正规扩域*那么在 w 中的所有共轭元，必然也 
有同样的^质，由此木雉导 a 






峰 


也即 


兀 Tr i // K ( fl 〉 = Tru ( fljr ) G 只兀， 


Tr L / K ( fl ) 


备 


f 


因为对于任给的 a en ^ J # s 我们 tt 有 Tr ⑻ eA 于是 

，：， ' 、’… ■： '■ 1 . 1 i : ' 〆 r ‘ .L. :卜 - 

. -f .： 

即 ^ er \ 至此定理6&第；-，部分已证气 • 一 

现在我们锉昶嬌二 

:-争,、因为 r 々) 是 只 /g 的可离 扣域，，•所 以齊在 5 er / q ， 使 

■ 

Tr (5)^：0« 

应用由手 n >:’ •与 I 是互为 极大的 


-,u 


(即 rid :4畢通5_源 kn >: 、那么 

' |>1 * ， H 卜广（.二’ W 厂 ^ W 」 ' ■ : ^>1 


应用上面的钥理 H 邱有 


_ 


<^K^Ly)t0 )) ^ i T r k ，/ k(^)^O) 

此处 fc ^ T / q ” k ^ R / P . 于是， （ V ^ oeq ^ i , 
(为什么？） • 所以 l ^ eT ， 若 mpe ”、 她有 


^' r L / K (^/ jr ) 6^ 


q -^ idq ^ iClT ^ 


因此， 从 b / ne (\ 


/ 


bfjt ^ T ’ '， 立棬 m , =〜 - !• 



. 假设~是 R / p ( = U 的特征的倍数，或者 ^7^ = 1) 是 


ifc 的不可孩扩域 •> 令， 


I 

1 、 ‘ 




a 1 
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任取那么 c ； reqi ( W > i ). 又用上面的引理， 

^ CT ^ l / kC ^)) = e / Tr ^ l / k ^ a x {： cny ^ =1 ( j , 斤 + : 

I 

所炽故有. ；; •:.，.! ；.-：■ ，屯， 

兀 Ti vk(o = Tr^Kc^e^, Tt^cicyqjiy 

那么， T r n ( q ) c ： WM ；^， 所以 0*<=：7：'， 即有 I 
定理 8.12 了的-理想 qifh 是 分歧的 <#=»q I ^ L/K . 

证明 应用上定理，立得 . 丨 ■- : •- 

系邊理 8.8. ( … ，? ^ 


证明埤定义 M 璋两的 W 冷•，…，丨」 . 

从定理8 . 12 中 ，我们立刻4知只有有 ^多个 <| 6 iti 的. 


在黎曼曲面论中，有更精杂的么式： 

" t ■ *\ ^ \ (r JV 

- h ? . / T ■ ■ ■ ^ - m 

2此广2 = i 29 c 2 -2)/7,+ 益祕. 


: S 


\|1^; 



w 


乂 I 


i. ri 




格. 


> 


, '定理 s 4?吿诉我们7；中对及分歧的 素理舞 q 的分布情形，但 

r 的分‘醅着齒想 p = (j n 及 的分茶 情命呢? 可 i 


先求逆 r / a ， 再把逆 r / J ? 的惠琿想垾禾 q 每爷相爽媒得肖 Pi “运賊 

法繁 i 不便. 、们要用洳省的决渣冬 r 4 k ， 1 P ‘ 

现在返 回来硏 究定理 8.8. 那是一个 秣较筒麟昀猜搿^ 在， 
个代数封闭域 G 里，求首一 多项式 / G > 购 泠解式 



foo = n(n 》， 



那么 ， r = 而 > 00 的邦别式为 


TU 


/ "A ^ ■卜 T - ^ 、 一 ' ! /、， • 、 

Db/oo=n(ri(yj-j/<))=N^ K c^ic^)v 


从这个例子中，我们术难着出_，检 g 重根的判别式 Dib /( x ) 与表 


1G2 






差式(在这 里是尸 （ A ) 的莩 _) 有密切的关系 •这是 我们要探明的 • 
相对于几何学治言数的作用相 当于邊影，而且照顾到代 
数重数 * 因此，自然的，我们对于理想 / cr ， 也定义它的“范理: 


想”（对卑到界坪规定的代数多样绛咋 点集〉 卹下: 


定义 8.7 设^ 


为 


_ _ 




m： 


卜是了 的理想 v 那么，/的范理想定义 




h/K 


Ik, k \ r / . T ■ 

⑺ = n ( ⑴ n 呀 


: f : 


此处八是对及的剩余次被 〈即 相对次数乂 

讨论不难看出，映射具有下列的性興： 

1〉 • /〉 J =^ N £/jr (/)CI 


Nn (/〉； .V . 

2) 当 /CcLd/ 时， Nn(N, /L (OV=Nn(/), 

3) 令 J 是只的理想 ，n = [L:A：3, ,那 么、， N L 々(T! • f) = I - 4 


上面的性质 3) 是说，任取與寒（对应于/)，先找出此点集 
在映射 N i/Jr 下的象源(对应于 t ，忽一言之，每个点都有 n 个 

点为象源> ( , 再声影 T 来， 此， 点岸的#筚将增加到打倍.此结垮的 
证法如仅鈿#虑理想$的情形.那么,只要籾用 


2 >A = n 便可以 得出嗇 铋七 I ' ’ ' 

* 我们现在证明两个引理. 、 ：： 

■' ■■ ■『… 1 * 

引理 3任取 <i€：r . 那么 

J 课明?请注章, viNi 力 r 对琿想心及对元素 a 是分别定义的， 
这个弓I釋舉要说明痒两免定义是一致的•以下分两个步骤来证 明. 

1) 〜假定卜是/的御罗再於域， G 是伽罗瓦群，我们用下面 
的符号： ^ ' / - 

W Ta^JJqVV ^ 9 . 

•-I _ 

A ^ a 

考虑 r ? TN L / X { a ) 
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因为 

r 

v 

所以 


N(fl)( = N lxJt (a» = JJcr(a), 




it 




应用定理 8.7, 在上式中，每一个 cr—KcO 都出现《/次，而且一共 
有5个不同的 c^(q) (即 B 此上式可以缩写成 


f 


=«/ U •，幻 


现在考虑在只中的分解式，用下面的袷号 





uK^fb) 


beR . 


令丨 eq 门昃， 6 = N ( a ) •那么 




P 


I 1 

■ 

〆 ■ 

n 幻 


OR 


-■、■■■ 11 k i 一 * ■ 

此较上面三式，不难得 W u(P,N(fl)) =2/ y (<U ， fl ). 从而 


N(ra) = i3^n 尺 ) …，。 "=H II <^f\ R y ( ^ cU 

• 、 ■— 

，- ^ 

2) 在一般情形下，令是尺的包含上的最小伽罗 E 扩域， 
T* 是 K 在 L* 中的整数闭包 • 那么， L* 也是I的伽罗瓦护壙•因此 
我们可以用 1) 以及上面定义 8 . 7 后面的讨论+的1)， 2), 3 )V 
令；2=[1/:冗]， m = [L*：L ], 那么 

(Nn(7\or = hcnr (公式 i)> 

= N i/JC (Np /L (r*fl>) (公式 3>) 

(公式 2)) 
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(步骤 l )) 

= (公式 2)) 

=( a w ) = 


利用 Dedekind 整环的理想的唯一分解定理，立得本引理 • | 

下面的引理4进一步阐明了 对理想及元素的两个定义 
是一致的， 

I J- 

§13* 4理想是由/的元素的范数生成的，即是由 

瓜震⑻：吒 /} 


生成的理想， 

I 

证明埒为 00 C ：/， 由引理3，显然有 

( N ( a » = N « a )) cN (/), 

- … 1 


所以 n ( o 包含 { Noo : fleJ } 所生成的理想 /• 令 /«；□>:*, 刻 


其中 



hr 2 / ⑻ )n “ 

n M \ 9 



再令 UK 、 

. r . 9 J . ... .. 

我们巳烃说明了0<«/•现在只*证明，任给一个以，必有一个 
a 6 A 使 j v , 

N ( a )6 P ^\ p 5 # + I . 

因为这样我们即可得出 t 

: N(a)c/ 今 b>mj. 

应用引理1, 我们只 粟找到 a €/,使 

I 


柯而霄之，因为托/今 aeqp ， 所以即是求使 


m 





v^Vn^ = Pj 


用 r 的理想嗤一分解的性质; ; 知 


妥 : n 


OR 


■ /u 


T I P 


所以可以找到这祥窗 




I 


我们定义了对及的“判别式”如下 • 

走义8:8备了七及的表差 式是沒 V /心郝么， Ji 丁对务褚判別 


式定义为 




T/B ~ T/H 




讨论从上面的定爻，立得 W 别勤 r / i ^ 舍 f * 6#勞歧理 
想. 下面的定理将说醻，如此定爻的詢細妥〜1与第五章§ 8定 


义的域判^式 

b i K 


det [Tr 


L/K 


(«i«j)J sDisO^ ， … ， u n ) 




的关系，从而提供了 a 接计算〜 /« 的方毕， 

定理 8 . 13 符号如上.任取 l 在 r 一_一组;凡渣 { Ul ，… ,《„}. 
令 4(10 sDisOii ，…, u n ). 那么 

1) 〜1是由所有的生想 v 中屮 

2) d T/R = R * 400令今是: T 的-一组及墓 • 

p 

证明 1 ) 令/为由所有的|如>生成的理想 • 本定理是 * ft 

.PWr 

较理想/及及 • d ( u ) m 应用 1 只是 DecJefcind 整环的性质，我 
们 R 须硏究它们对任 意一索理想# 的 指数* 巳知表差武^ v B : 碎 
以局部化（定理 8. 10)，那么，显然的， 5 r / a 也可以局部俺. ，为 T 
书写方便起见，我们令 5 = 5 r/fJl . ' … 

任取及的一个素理想 P， 令 M = J R\p, :_|我们规注考遒3^<$ 
&),'，‘（ = 5心)等•已知心是一个 —雀 离散赋値环,所以是 
一个主理想 整环. 易见 7V 是主理想整 环狹# 的有椒生成棋 J 
根据第四章，有{“1， …， 烤 ： w 

严 ; 1 / r 

>1 

n 


1^6 



恿 L 对苽的』组基 • 取它的 s 余基从，•“ ，"山 
即， , 

那么，是^淋 w 的互余棋 ( D ' 的一 组〜基 ，即 

( T M y = ® k M - vfi 

Pf ^ T \ , ^ * 

k 因只有扣杈多个条>想，/择据本章 11 的召麺 & ， r „ 

也是一个主理想 整环. 那么彡作 ％ r M 的一个分理想/是由 
一个元素办生成的，月口 ( T ^ mV =心•石 • 因此 

是 ( 7 Vy _ R M 的「彳£基.计算邊组基、的判别亨，今 C ( B ) 表示 C ? 在 
t 尚上个戎数1初氆咨中術我■親元'素， * ’ ' 

^ ^ t tl t 

= det[S(^ l ) ( ； > (KV a> 

- La * 1 - s 1 J 



，太卜 ^ Pf (6) 2 4( u ) # s " t 

考虑 ( T M V 的两组基 {〜 ，…, y n } 及的关系式，立刻 


m 





对以导出⑻是九的可 逆先. 文，概为0甚“的 S 


余基，我们自然有 4(*0400=1. 所以 

(N(6)i(u»* = N(6) 2 4(ti5/4(v) 

是氏 if 的可 逆元. 因此必是的可 逆元. 于是 

1 


我们知道 （见引 理4 )心是由逆〆= ^ f / n T u -级 


有元素 a 的范数生 成的. 女知 



) 的所 


6 ^ M ^^ M czT M ^abt T M 


由此立得 


S M 



1 ^m ^ d ^ U^R 


tV 


现在我们任取 [对 咒的基{«{,•••,<}，此处 uf €7：, 那么， 
它的判别式400在^ 中是 #«) 的因此,对 1 任给的 素趣想 
P 而言(有相应的 M=/?\p 及相应的 { h ，…, Un }〉， 总有 




那么，考虑 P 的指数，立得所以 /d 

■ 

• • 

我们现在要证明5是由所有 4(uO 生珉的 • 对于上述的 {4, 
•",«»}，乘以 iV 均罗逆 元素，可埸辦 老分母 • 故不妨令 
(V 0. 此时且它的 p 的 i 数的 p 的指数，因此， 

( /的，的指数 <5的 p 的指数， 

即 /3L 上面又已证过 /C5, 所以 J = 8. 

1 

2) <^=. 在玲出的条件下，{， ，…, ％}麗然是7^对〜的一 

组基 • 上面 巳证鈥 *0Af = 5 tf , 此美对任意 P 都成立，所以立得 

d^uyR = d 9 

I 

■ 

=$>• 设考虑对任给的素理想？^局部化如上， 
则心 = d ( u ) R M > 此处 M = R \ p . 任奴的二组基{«〖 ，…, 

«!}. 考虑它与的关系式，不难导出{叫,…，％}是 L 
对心的一组基 • 现在要证明{叫,“_>叫}是7对的基 • 

任取 y 可以写成 夂 h 、 
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d 





id 


中考虑上式，立得所以 


W 廷 n r 




R 


例8 我们考瑱 Q 的〒次扩域的代数整数环令 i 
Q ( v / m ), me " Z , 味知令；《」:沒— 1 拿_子.子释饥_ 0 (mod 4 )； 

我们先计算 7 V _ ( / 

任取 a + K / 瓦 e 上， SjeQ •它共轭羌尜是 a - K / u •那 
么， a + & v / i 对7为整数相关的充要条件兽厂 “ 


且 


(a +b\/ in) + (fl — m ) = 2 这 € Z ， 


不难导出, 


(a + b \/ fn )(fl b \/ m ) — fl * * b^m G 2 T • 

J ' ■一 T ■ ? 

= fl72 , h «& 72 , a ，， 以 R ( a ')*-( d')*m 


0 (mod 4 ). 因此有下面的结谂 H 

1} w «2,3 (mod 4 )> Hi ]^ + ^\/m , h ^ Z % 

ii 1 ^ mod *4 ), ®J a + ^\/ln ； E T ; b f 同时最 

奇数或偁数 • … ” ' ，^： " J , f ' " ^ 

于是，丁可以如下# ^ 

， ！■ r 

1 

1) 如果 m ^2,3 0 ^>d 4)， 则 7\=5[ V ^ T：h 

2) 如果 h 3 则『*之1：(1+/^>/2]* 

应 i 羞-(： 


Jn^m l s2 ； i (mca 


i * 

■ 




T/Z 


i ■■ l, t 1 】 


av 


■ V 
▲ 


.itv 


: u 


r /* 


= 2v"mT, ；； >lIg!i 


2) 如果 

^ ■ r ■ 

o ryz ^ m£ m 


t°Wh^W^ w 


T/Z 


v ^ ST ， .判 别式 


第一 


如果令 m = 

毕 St 


]、 ' I 1 - ， - : * - ^ 

立得 22^ 扩驗 OJV ^ TI 中是分的.参考 


例3令 P (年2>是一个素数 • 我们考 虑割圆 多项式 

:: f ': , … —— ：，、： 

^p(3C) = (« # -l)/(if-l) 


m 


(参看第五章 §6 例7、例16的讨论)•令 f 是它的一个根 • 我们将 
证明即是 L = Q *[ h 的代数整齡莽求其判别式及表差 


- 4 ^ 




已知 <PpW 





0 


+ x 务 


2 


是不可夯解袖，所以 


to in : 々 ] 




■^ r 


又知 fet , OeTV 边泉 （-1 适合卞面的方輕式 

户 0 ：) = ( x + iy-i + ( 尤 + 1 ) 卜 * +••• +1 ' 




X 


十舻 





*«# 


+ p =： 0 


. *. 


- V t 


_ 厂卜 - / T \ J * J N 

Hitts, N x/Q (?-i) =p 




我们又知 




m 




x 


炉 pO ) = 11 ( 卜 0 , 


以 x $ 1代入/得 


n 


( 




* 


p =n< i4 ^>* 


: t 


llik ^^ w / MeW , k ■妬 4 mm 

[ 、 ■ ， • 、 - * ^ ^ •__■■‘』 — j _、 ，： • >. 


都是本原单位根).那么， 


因此 


(l-ro/a-fOezcqc^r, 




•■广 ■ 


ni 又 








p = a-o?- I e 


,u)m 


it 


a - 


e 


考虑 立得 <J = (1- 




中 ? ; 00 的笋分歧指数 = a ；91}^ 所痒 f 琢 \ 

• 到此劣 i ， 我们还不鈿道 r •为此现在峩 

i . ■ 1 ， r 


« 


再 


用定理 M 3, 求 7 1 及表差式承 




1 


我们用局部化的 方法： 对 P 取烏部化， ^ m ^ n ,^ K ( P } 


卜 V 不难看出^，释离 傅拜 

—i c 4 -l- r 必 ^ - 

T_ = 2 <p) + (1 - f )2 (p) 


••• 


( 1 々广 7 


(P) 


应用定理 M 3, 有 


T 


，厂： 、乂 吖 …卜丄 
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又弃域 r 桊 p ‘[ f ]/<3 下，考處 <( i 乂 - i , …卜 2 >,自然也 

. 福 据迨璉 $,1.3, ; 8 r ； z \pP^Z. 所以 5 r/z 沒有别的 

瘛-滏 0子/那么， H 为詾鈿式6 /2 可以局部化，所以易‘于得坤 


T/Z 


p p ^ Z m 


再次应用定理 8. 13, 立得 T^ZD-n=i[n. 


应用定理 8,8 ,我们得出逆 


T/Z 


(4( D ). 


wit 我 fn 讨论不适合定理 8.8 的条件的情形.前女提过， 
DWekind 找出了数论的 例子. 现在我们就代数曲邊论的范围来硏 
究.巳知在这个范围內， v 环方相当乎无奇异点的仿射 

曲线夕聆多项式爾歎环 • 率稈$ • 8构条件耶是对适当选 取的# , yW \ 

- m r f - ^ , 

曾疲、「！ ' : J ： i M t ^ ! I ,f 


-■. 

： t 4 


# 




換言之， C 是一个平面曲线，那么 > 只要找出一个无法表现成仿 
射平面曲线的仿射空间曲线，便足以使定理 8,8 的条件不成立 IV 
我们可以取一个射影平面曲线 cdi>2 . ，选取 c 的一点 P ， 使 
戶不为任意典型因子 ( 参见 _ 录 2 > 的零点集 v 即 

{29 - 2 } P ^ K 09 ' 

此处总瘥办尚磅袼，龙是饪取时典型因[子.都么 C \ P 訂以表现成 
个徬射曲线，但是本_袠 现成仿 射平面 曲线. ’ 




具体一点,各口是由 W + 以-勾> =少定义的射影平面曲线 


令 


P 1 ； 0), 


牝处趑¥1萍•那么， G 的写格众= 3,典型因子的零点集尽 0 =直 
线与 C 的交集 •不难 看出，，沒有直线 i 与 G 兖于 ⑶ X 3 -2) PMi % 






1 N 

■-*-2 

ArTX^ - - 

/r tv 





Jc* 

p 


I : 



11 

J 


+ 


201 





即沒有直线 l 仅与 C 奔于产点.这时， ，C\f 不能表示为仿射卒面 
曲线，它的多项式面数珠也因此不能写戒 btw]. 


请看代数几何学的专书，以了解连个例子_ 


习 


緬 




1 ，设 D 为 Dedekind 整环，兀为其 比域， L//C 是有限可离扩 

* _■ T f ■■■ ► \ ■■ - ■■ ■ ■ !■ I ■ ■ 、 

张， d 在 t 中的整数闭包为 r 为 l 的子集,；直 
条集， 证朗： " 


⑴对 aeP, (aT)^ = or^V 


(2) 若 TcS， 则: TcT^ 

<3> 若 r 为 l 的非零分理想，则亦是 L 的非零分薄想 • 

■ , -I j ^ 

2. 符号如题1，证明 二 : . ： ， 

rr ^ ) ^ m ^ 9 T) y y 

$CD #cP . 

其中 p 取通 d 中的素 SlJB, (£V7y 表示 D，T 对 D，’ 的 g 秦巢' • Y 

3. 设 D 为 Dedekind 整环， iC 为其比域， L/K 与 F/L 均为有 

限可离扩张， D 在！》及 f 中的整数闭 龟分細为没和 R . 证明 * 


级 m = 溪 tt/s *. 理 B / 办， 

其中逻为表差式， • ■ ? 

4 m 符号如题3 • 证明 

谷， /jr = ( 占 n> cf i] Nn (占， /i) 

h ■ 

G 为判别式) • 

5. 设 D 为 Dedekind 整环， JC 为其比域， L/K,£；/iC 为有限可 

离扩张，且1和£在I：的同一代数闭包內， D 在 L 及亨中 昀整数 
闭包分别为汉和尺， D 在 LE 中的整数闭包为0， I P\E = K f 

^ 8/0 R /' D ^ ~ (O* 证明： 


^ D =^ B / By BfK } i 5 n / D y LtK \ 

6. AM, 没均如上题,设 P 为 i? 的一个非零索理想， P 在 

L 中有 r 个不同昀衆因子 n 分刿表示旮和戌在 


m 


心拓扑 下的完备化， 义和岛 分别表示汉和 £* 在 qradic 拓扑下 
的完备化*证明对&的任一理想 a ,有 

( a )5 = H N v 

_ ( p • F -« ■ 

i ^ X 


7. 设 £) 为 Dedekind 环，尺为 D 的比域，V 是 iC 上的维向量 
空间 • 如果 V"的子集 M 适合条件： （a) A/ 是有限 D 模；作〉 M 中 
含有V的一组艽基，则称掀是一个£)格，证明 


(1) 对任一公格从 ， H 

9 ^ S P o ^ O ' 

■ + ■ 

(2> 任给两个 D 格 M 和 iV , 总有 fl € D , 使 flAfcriV ; 

(3) 任给两个及格 M 和 AT , . 则对于几乎所有的 peSpecD , 

■ p 


都有 

D , M ^ D , N % 

t 

■ 1 

暑 

L 

8，设对,■^是 D 格，且都是自由 £> 模， M 和 W 作为公模的基 
分别为{巧，$*， •• •，尤》}和{$1，心，…， 〜}• 再设 


r x l 

■ 

i 

1 

f 



:， 

_ J 


_ y n ^ 


i 

| 

其中必为凡上的 n x ft 矩阵 • 则定义 N 对 M 的 D 棋指数为 (detA)£), 
若 M 和災不全是自由£>模，则定义模指数为 

、 - S 

•. 

I 

n ( PD ,)^ ([£) p ^ ;d ^ 3 o p >, 

f € S cZ ?\ K 0 )J 


现设 L // T 为有限可离扩张，&为1>在 L 中的整数闭包，证明： 

(1) 对&中任一非零理想 a (可视 为1>格)，有 

■ 、 

Nn 〈0) = : <1] d . 

<2)心，办*[以：幻 D , 其中&为次对公的互余模 • 

9，设乃，艿， I ，汶，五，只，0均如题5 • 设 P 为 D 的一个素 
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遒想， 满足， ： 

这里 q 是汉中的素理想(此时称 p 在？中全分歧，参见第七章§ 5习 

®8). 又 p 在£中菲分豉， m 为龛 ㈤ 一 赛; ^铪；证明： 

( 1 ) ,K = Lf\E^ :, . •.- 

(2) Q 在 IE 中非分歧, m 在中全吩歧^ ，.: ,n •卜. 
10 •设 f = ex P (2々/p ") 乂这里 P 舞奇索数 • .彳斑分 (’f) 穿 ^ p ) 

分解为素理想的乘积 • 、 、. . . 

* ^ 

11•设 ^ = exp (2 Jti / m ), '其中 ni 为主整数， w 为寄被逢4| 饥. 
证明： P | m 令今 ( p ) 在 <?( f ) 中夯歧： ‘ ， 

12. 证明^ (2, v / l 0) 不是 ZCv /茄 中的主趣齡由此可知 

Z [ v / H ] 的因子类群不等于零. ： 

t 

13. 设《=(：[>』]/(¥-夕0/-1)).计算心 

14. -C[x^]/(ivV-y( y 2 ^ ：1))# /:务别许算’ > 5/crx] 及 

，■: 人： 

: I 

§ 4 分歧论 

N 

设 D 是一个 De ^ kind _ 环， 7 T 考它的埤域， Z ^ Jj ： 的有限 
可禽扩域，5•是 DftI ： 中数’闭也.茬上一瑪的肖勒正 
明了， D 中只有有 限多个 素禪輝中是兮歧的 • 全|) 宴由 

没对 D 的列别式规定 ffli 同样， 只’有 if 艮多 想 cu 
是对 D 分歧的 • 它们是由 S 对 D 的表差武 规定了 ，的 A . 在本节中， 
我们假定 L 是凡的 伽罗瓦扩域，分一个特定的素理想 pczD, 硏 
究？) 在 S 中的分歧状况 • 、' ' . • .r : … 

以下，令 G = G ( L / A ：), 即为 ’i 分充 fe 伽罗 令 V 是一个 

特定的在 P 之上的素理想，即9是次的索理想以及 qn ^ = P . 

显然，<?作用在 q 的共轭集 {A ，…, c ^ K 却是&的膊:有在 P 
之上的素理想的集合）上，此处小= I 应用定趣 Q 的轨道 
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m 9A(4) = {a ， ，••，〜}:• .; 

我们有定义（参看第二章): ： 

定义 8. 9 <?的分解_定义为 

J ； " ： i ：， « i ； o *( q ) = q }= r 的稳邊子群 Suh ( q ). : ： 

讨论 1) 用第二章关于稳定子群的讨论，可知 G z 的阶' 


这里《 = [ L ： K] y ej ^别为 (? 的缩分歧指数和剩余次数 • 

2) A 的分解群以 ‘ 而卸，即 GV 柄拇辄 子群，此如 tr , 輪龟 


\ 


ai ^ m ) 


3义:德文‘是‘分解”的意思，因此，我 fft 用 ‘ G? z 




表示分 解群. 

^ 的尔变婊？称为々妬夯解域 ▲ 应用伽罗瓦理 

论，立得 ^0^ Z => 贫厂 I /是，灰 2 嵌_ 罗宠扩 域，‘而且其伽罗瓦群 

G ( L / K z )^ G iy , ; [4：^ 2 | yf 9 ' [ K z : K ]^ g . 

令0 2 是£>在兀 2 中的整数闭包， d z = ^ r \^ z . 我们有下面的 


定理 


A 


A • 

t 


定理 8. 14 1) 我们有下面^的关系式， q z S = q \ 这就是说， 
q . A % ZJi ^ m ，- M J |. Q 辣巧的缩分歧指数等于身 

对 0 歧 為有 扣;:余灰数/等于 q 对々 

的剩余次數 • 

2) 更进一步说，如桌 的芷规 子群，那么，自然 


是及的伽罗瓦护域“此眯 




气 


Tt 


p^z 


(< r <) 


n^z 


.1 : 批证明 \ l ) :应甩 Ps 的定义 v 它的 元素？ 全部保持 t 映濟自 
身，因此，在％作用下，（^⑻〜^士用定琿^立得夺母 
<?£之土的喚卜的素理想，即、，「 • ， ’ * 

-I 

= q e , ' 1 r 

w I K 

我们现在要证明 e : 1 . ^ ， 
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= ^/PC^zAzC^/q, 不难傳出 

■ 

f*<f=^/c\：D/p}. 

• I 

显然， = P^Z^9 P^z = y ^ 是仏的理想，从 

此立得 / 

I ■ _ _ •• 

■ 1 I I 、 ^ 

4 

q^ m IS^pS=^Ylq U 

_: ■… 、 ■ 、 ' . _> 1 . 、 

, ■ 、 . - \ ■ 

由 Dedekimi 整环的理想窄一分解定理，即知 , ( 

ae*^/B ssss^ e*^.e 9 

n 

s 

又显然 e * f ^[ L : K z x 结合前面巳证的 /*</, 立得 

v " . * ; 

/=/*, fl = l # 

• ； 2) 上面已证 4 ，1、 枓及 [ D e /(^ : D / p ] =; i r 从定理 $, 6 本刻导 

出,〜 在心 中有妒个不同晚共轭理想，以及\ 

' ■ ^ p I 

= XX (< li ) z . \ y ^ 

, { 

、 ■、- ■■… ■ 

讨论当 G 是交換群时，每一个子群都是正规子群，令 






因为心的分辨群是互相共轭的,所以在璋糸情形 v ,. 它们全相 

#. 因此，匕,凡 2 熹所有 V* 共有 to. i 定理说，在尺 Z 里; 

* 1 『 * 

* \ •■ 

- * - 

^^2 ;> r 


即 PD Z 分解成 p 个不同的素理想，自然，、每一个 qnDe 对 2) 的 

I 

缩分歧指数及剩余次__是1 • 換句话说, t 从 / C 到 iC z 作域的扩 
充时，单纯而完全地袅螘了素理想 D 的现象 • | 

以下我们进一步求的扩域，以单纯而完荃地表现素理想 
碎的剩余次数•我们给出定义： 

定义 8 J 0 令 W = { aeG ： a ( a )^ a ( mod(()> t Vfl 65^ •称 

为 的愤 性群， > 

讨论 1) 任取 creC ? T ， aed . 那么 • 
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Or ( a ) naas 0 (inod q ), 

即 aooet 換句恬说， ^( Ocd . 以 or - i 代入此式/又糌 

pCci ( q ) # 

所以 < r ( q )= q , 送也 就是说 <? r 是的乎群. 

2) 更进一步说,<^是(? 2 的正规子群 • 任取 creGhtreG ^, 

A 则有 

rcrr - 1 ^) — 咖^⑻一广乂厶〉）. 

^ \ 

由于 ort 叫 （ a )- rMOOeq , ^( q ) = Q , 所以 

■ T ( TT ^ K a ) ' ' 

3> 德文 “ Traglieit ” 是“愤性”的意思，所以我们用表 
示愤性群 • I 

令兀 r 表示 G r 府不变域， A ： r 称为 q 的惯性域*用伽罗瓦理 

论，我们根据上面的 讨论， 即细 ' 

- V ' , ，、 KxoKi <^ K T ( zL , : 


而且 L 对 k t ^ t ^ k ^ 都是伽罗瓦扩城,它们的伽罗瓦群分别 
是 A 及 G^s/Gj* •、令 Pr 是 D 在 Kjr 中的整数闭包， - flfl ^ r * 


我们有下面的 定理* ’ 

龙理 MS 1) S / q * P / p 的正规扩域，它的伽罗瓦群与 


Gz/Gr 同构;「 

2) 令 Z * 为 D/p 在 S/q 中的可离闭包，/。= LL*tVm , 

为 D / P 的特征数， [ S / VD / P ] =/，( 〆 ）"•那么， 

长 2] = / o > ^ ^? r » 

自然，如对 A 的缩分歧指数是1,剩余次数是 /<)• ^ 

3) LL ： K r } ^eWV, [^/qiA T /qrf = (pO m , 

的純不可被扩域， = C 自然， q 孙的缩分歧指数是合， 
_余次数是( 〆 ）％. 

证明 1) 及2>,任取令《是 3 的 象源. 设《对 JC ’ 
的极小多项式为 、 
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/w 


n 


+ <?iXnT* +： C n 0 D m 


因为 L 是 A： 的正规扩域，所以上式耶以分解成 


M 





'I ■ … f ， ■' 1 ，，… … …： 

对 q 取剩余，立得 ., 

' ■» J , 

■ 、* . 

■ ' 

7(乃=丘0—<>, A =:3. 

A + < - i ^ ： — ■ :-，.：， 

•■ • ■ » . r * _ •_ < 

因而3对 D / p 的极小多项式必是^00的因子，它在 < Syq 中有所 
有的根 • 我们立刻导出 syq 是 d / p 的正规扩域 • 

:. ,令没 为^ r 对 pm m 自闻构群 I 我们定义由 - om ~， 所引生 
的映射 G Z / G T — 沒，这里 i , , -1^' i : i * i /'- ' 


嘯 =l j<a) 


蛛1% 


显然，这个定义与 S 的象源 a 的选 取无栄 




hU 


I !二 t 



为么映射令令 or(^) ^ QCV ^ 4=> cr 6 G T • 


類此，这个映射的定义是良好的 P 商騄暴单射, 





显然， G 是 I* 对; f>/P 的伽罗瓦雜 S ® 用定 禪如21以 P 盛 
D/p 的一单扩域，故可设1* = (/?/?))[5],任取麥<」《：仿I我们.要 
征明，存在—个 oreG, 使 n'Vv 这样就建立了 9 zMm 的 
单满映射，因而不难看出，二者是同构的 • 要验证呢棄 


证明方(在 >=< r /(5) 即可••(.，]】，人、又、化 

令為是 5的象源 •， 又令 hes 是匕对于的典辄祐素/这 
里 h = h 那么，与前面—祥，5对:于 XW 妞的共辄元素不出 
{5! ，…』/,••，} 之外. 我们应用定理心:不难:_ . 


： av_，w = u :::：（，、 

即 f> z /(^ - £>/P. 因此 ，石 对于的共親元素也不出谈 
…} 之外. 于是& (5) =心(对某个/ ) •自然有•史 efe , 十使 


Q 0 ) =^ jf # 那么， 


却 A 这祥就证明了： T) 


这样，即苻 [心： K z ] = 0 { G 2 / G T )^ [I*： d / p ] 尹办 •:練 tff】 把 



上面的 i + st ， 应用到 允峰 的情形乂时以欠*取代上面的 
尺）.那么 ， ki = k %^ k % 相应的群 gs = g ? = g *. 于是 

这就是说 57(? 是 DVP* = DrMf 的纯不可离扩域.換 H 之， 

:心； ; £* e^/(| r ; r ^ 0 m r ： D / q ^ >/。. 

又从另外一方面来考虑，我们有 

‘ . [。士•.占 OlrX / o ， 

其中 e(q T ) 为 Q T 对凡的缩分歧指数.因此*得 Dr/q T =X*, 

rl ^ f /^. pTD /' Jf ^ — *^z/^zll = fo » 

Qr 对 D z 的缩分歧指数等于 1 ， q z ZD T = c| 3 -, 

3) 已经知道 [U 2 ] =ef = ef 0 . ^ ) m ,, [/C T : A： z ] = / 0 , 所以 

显然, '4縳 : =0那 k , <1对 ^ r ' 的剩余次数4然是( 〆 >' r 
讨论上面两个定理是说，从 K 到&的伽罗瓦扩张， 可以插 
入两个拆域〜从奍# f *， .: 分开？^上面的素现想 {Clzb 任取出 
一个 q z ， 再从扩充到此时单純地显现了商域(或称剰余 

I 

域）的可离釋.，舢幷秀發辨现象，也无缩分減指数的I增加；从 
K t 扩充到 L , 此时显现了缩分歧指数的全部增加，以及商域的 
纯不可离扩张 • 我们 .可双 列表：. 

I ,、 r \ ^ * b ， - 


域扩张 % 

V ;." ■ 


* 

fo 

1 

1 

©•( p / ) m 


域 V * 

_ 

m * 

C ： 



： k t 

h 

d 

L 

整 环 

D 

C 

D z 

匚 

d t 

匚 

S 

素理想 

P : 

•: ； 

- f G ：, 

1; ' :' 


: c 

Qr 

cz 

(1 

剩余.次数 . ， 

. ^ — 1 

，- , 

1 

-*. 

fo 

■ - u : 

wr 



缩分 歧揞数 ； 1 、 _ 1 e 

/ 1 - \ 

定义 8.1 V 应用上 面的记 #,我们定义 Q 对 D 的分歧 指数为 

/ )， L〆 、 __y 小 '•: • 、了 ■ :_!: 

例] 1 参考例 8 •命々是 Q 的二次扩域, X ?( v / m),me 
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m 无重因 子. 那么，1显然是 Q 的伽罗瓦扩域 • 令 T 枭 L 
的代数整 数环. 根据例8的计算，我们巳知： _ 

1) 如果 m 兰 2,3(mod 4 )， 则表差式泼 37z dv/m 判别式 


T/Z 


AmZ } 


2) 如果 m 3 l ( mod 4), 则表差式负 r /« = 判别式 


T/Z 


mZ m 


因此，我们立刻算出之中对 l 分歧的素 数如下 
1) P 是 m 的奇素因子, , 


1 


2) 如果 


2,3(mod4)> 则2也是分歧索数 • 


在这种情形下 ， pT = q 2 T # 

我们考虑其余的素数?4 __ 

1) 如果 m 妄 2,3(mod 4〉，则 了 = 令 q 为了的 

素理想，那么，.令 r：=z[v^r] 为 （J ⑻ 

* 、 fc 

f=v/m 引生的环映射，则 


T / q ^ ZM / a - J ( q )«(( Z / pZ ) M /(^* - «))/ q , 
其中5为 cr-i(q) 在自然映射 ' 

Ztx ]^( Z / pZ ) M ^( Z / p 2> M /( x * - m ) 

下的象 • V 

如果方程式V - 饵= 0在 Z/pZ 中有解，则 

(Z/pZ)M/(Jc 2 - 規 ) 《 (Z/pZ) ㊉ (Z/pZ) , 


于是不难看出， T/q = Z / pZ 9 即 /：=[T/q:Z/pZ] = l ，g = 2 . 
所以 

我们称这种 P 为分解型的 • 请注意，上面的条件(* 2 -« = 0在 

, 

Z/pZ 中 有解〉 即是 Legendre 符号= 

, ■ ' 

如果方程式衍= 0 在 Z/pZ 中无解，则不难看 ® ， 

T/q = iZ / pZ ) ty / ml , LT / q ： Z / pZ -]^2 9 9 ^U 
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此时 pr = q , 我们称这样的 P 为惯毪 m 这时的条伴如甚 

_ 

Legendre \ = -1. 

2) 如考 f 安 4 >, JW . 奇素数的分解情况 j 1) 全同. 
但关于素数2的讨论 拜沒有 完成 • 令 = <1 +^/冗〉/2,那么 
T = •巧对于 Q 的极 W 小方程式是 

I 

、 X * * jc (fit 1 ) /4 5=1 0 # 


上式 mod2 以后，当 w 曰 l ( mo . d 8) 时,此方程式在(之/2之） M 中 

吉以务解 • ftW " 2是芬解型的•当 m =5 (mod 8>时，此方程式在 

Z /2 Z 中无根，2是愤性型的 • 


当穸是分解^^ K ^ K ^ L , G z ^ G t = {^}, 

当 P 是愤性型时 ， f =足 2 ,〜 W 2 = { 〜 T }= 

当 P ' 是备歧型时 ， ^ = K Z = K Tt G z = G t = G = { e , r } , 

^ . M k ^ k ■ ^ 





h 


上面的 t 是由 v / m “ 二 生出的 1 的自同构 


例 12 参考例 9* 令 P 是一个奇素数 • 我们考虑割圆多项式 

9 P (xy = (** 二 i)/(x-i). 


令 r 是它的一个根*则 i 的作歎整数环 

我们经知道心戊= ( P 、，, ^ r/z = (^<0)-(( l - O *' 2 ). 

因此，在有中， P 是唯1的分歧素数， 

* pr = (i_f 广 1 7\ 

对 <l-f) 而言 ， K = K z ^ K Tm 


任取一个素数不难看出，它的縮分歧指数 e = l , 而且 
因为 Z / Pl Z 是完全域，所以，上面定理中的/。= /, 

巳知 i 对 Q 的“罗瓦群 C ? 是循环群， 0((?)=^；!, 所以在 
m | p-l 时，它有唯一的 m 阶子群•因此，对一个固定的巧，想 
耍决定等，无非是决定它们的阶 • 

j / ' 1 j ■ ■ ■ ■ ^ 

巳知 Pi (=¥ p > 是非分歧的，« = 1,所以 / P = P -1. 我们现 
在来计算/，令免是 T 的素理想， （ UflZiP〆 •令 

I b I 


arZ [*]^ T « Z [ f] f 
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为別生的环映射 v 砌 


舞 




•4 


T/q«ZM/cr- l (q)^( {Z jp x Z^ M/^ P ^)))/q, t 

A ^ L 皇 _ • • A ■ . —— ■ _ .-_ _ 


1 

^ 1 


其中炉 pG ) 为 ~ C 0 在自然映射之下的象， q 为 
~ 1( <0在映射 z tx ^ Z / p ^ ix ^ i /' p ^} M /'( 9T p ( x )) 下的 
象. 我们考虑 （ z / p >)0]/ (炉 p O )>， 易见 v ’ 


r 


1 



\ 


.V 


^PpW = !]>( x ) 、， ^(^)€XZ/ Pl Z)M, 




其中诸心 oo 是木可分解和多项式，¥且两两不同（因 i ' 为炉 〆 ？9天 


重根)，于是 


• i 


* 


\ 


( Z / PiZ ) lx 2 /( gj p ( x ))^ © (之/?义)[>]/执⑻）' ㊉ 火“ 


M 


W 


此处 fcl 都是域 • 于是，不难看出，与某个 fa 启然同1构•注 
意到〜00的每一个根都次丰®单并根/ '应 用伽穸瓦珲论，. 


可知诸心次数皆 相等〗 合 




4 u 




i 


则/即是4命 Q 的■余次数 •' Sfbl ^ g ? 


\ 


4 t 




_ 


现在我们要说明 


, 






\ 


min{/*:/* 娣 ig 接数， pf*^l(modp )}； 


V.I 


这是因为，心00的任一个裉 fK ：5 pi > ; ， 同时适合 


* 








t 


j 


>■ 


Si 


，以卜 1 


* 


所以 pIp (- u 反之，设有 /*, 使 P | P { 






i 


' 


-ll〆 


i 


V 4 


* 那么, 

V 4 


% 






Sr * . 




n 




T 


- i 的根在基数为 p { ; f ， 的有限4¥中，立’得兔 


所以 

在 t * 中，所以74/\ 


« 




4 


* 


上面我 《1 巳经 算出: !*/• 于是这#,‘減竹就 

可以知道 Gz ( G t = { e }) 及 JLziKf ^ L ^ Q ($ 2 ^m 
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习 题 


I 


十 ， :f >i ^^bedttkina 整环，光为其庇域, • iy 无为有限伽罗 
瓦扩张， i 7 为 L/JC 的中间域， H = G(L/F), (T 为 X 中始素迪想, 
冲类字分解_和你 ft 群奋併为‘〜和 〜• . i 正咏 ( 姊关于 


L / F 的分解群和惯性群分别为 G 2 flH 及(? 7 (1义 ‘ H ' 

2 •设 D 为 Dedekind 整杯V无为共 i6 读， ' '巧把为有 fe 可离 

扩获 pC 是包含的最小彻罗充#域 H 是办衡一个非零 

_杀理綠’述明⑺姑 ，卜 c 4’ .:' 


(1) P 在 F 內完全分裂令今 P 在 L 內完全分裂(所谓肉 
宪全分裂幼 P l i ts CO mpfctely >)， S|Ii> 在水內分解为求]个不同的 


素因子)， 


oh 




(2) P 在 F 內非分歧在 I* 內非分瘐 •:: 

3, 设 D 为 Dedekin <! 盤环化务其比域， F / K , E/K 为有 

限可离扩麟®辦舍守激热 WM 戈数 闭铋当 斗)' • 兑为1>在5中 

I 

的整数闭包， P 为 D 的“索途想 X 为尺的素理想 ， qflD = p ， 
且 D / p 为完全域. 证明： v I # = a • : : ' i K w 

⑴如果 P 趣犮冲完全分氣则 4 在卽中完全分裂 V 
(2) 如果 P 在 F 中 非分歧 ^ 则 1 龙 # 开中非分歧 . 

4. 谜球，此为其速域，怎 / 兀％ ’ 有限—罗 

瓦扩张， 5 为 D 在 L 中的整数闭编<?为沒中非零素理想， p：= 

qn^, a 的分解群和惯性群分别饱为 ^^ 和 i 正 明厂 、 

(1〉 G z ^G(L/jf〉； 


(2) G t 同构于对 L / k 的愤性群， 

其中 t , j § 和 It 分别表示乙，$ (对 q-adic 拓扑〉和 /C (对 p-adic 


拓扑）的完备化* 

5. 设反为数域，1/兀为伽罗瓦扩张， D 和 5V 分别表示 /C 和 
L 中的代数整数环，（?为$中的非零素理想.定义 

Ti = {a^G{L/K): or(Jc)«x(mod q ,+1 ), 


21 % 


= _ A 为 q 的第 I 个分 歧费.证明: 




I 

\ 


( 2 ) G T / r x 与域 5 y<r 的非零元素乘法_的莱子 、群 同构，故 

r p 

^ r/^i 为猸环群 * - h 1 H U 

C 3) ^ i / r = 1，心十>_、》?7(加挣群難願构*、故为交 


換沒群. 


^Ki l ：V 


(4> 1 的分解群? z 是可解群 


L J 

i 


u；).fi d u 


. i & exp (2 ni / fn } a 其中 《 为奇激 t 或 ：4 |，t 令 Q ( QjJ?HS 
数整数 环为只 • 设 P 为素 数， P 为及的 一个素 理想以 ( 


证明 


ir 


<： 


(1) [0( f ) :0少 (岭， 为尤拉函数，，… v 〜 

v *■ * 

(2) 若 则 ( modp > 令令 f •寒 /( modm)j 


(3) 若 


則 




■ 


其中 W 为及中的 幸寧辑 和轉 PZ 彿猶余次數鸯值费二 


1 人： 


lYr 


** 




: ii 


成立的最小正整数/, ^ = Km )//, 

(4) 若 P | w ， 令饥〒 〆 PV «; P > 甲：则 

^ | ♦- ■ 

-. :、 p^^irPoy^^ \ • •) : - ^ 

其中 Pf 为只中的素理孽 U 矜对只衣昀_余味歎最_ 


p ’ ^ i(mod 


的最小 E 氅数/， g ^^)/ f 4 


,i 


以 ■/ 


'M. 


第九章同调代数 


§ 1复合形 

同调代数起源于拓扑学* 

我们考虑如下的情形：取一个 
三角形（图 9.1), 令有向三角 
形 ABC7 为 a , 有向线段 AS , 

BC,CA 为卜彳 2 ，& 3 ,三点力， 

丑， C 为 Q ，<?2，〜•又令 d 为边 
缘算子.我们立得 

d(a) =tj + t 2 +b s , 

d(b^ =o 2 -c u dib^ = t?,- c iy d(b z ) = 4?i-c 8 , 

(i(C|〉= 0，i = l，2,3. 

容易验证 

必⑷ =Wa)) = 0， d^ipO = o, i = 1,2,3, 

我们可以引入代数 结构： 令生成的自由交換群， CiSh, 
生成的自由交換群， Ca 为生成的自由交換群.我 
们自然扩充4为仏— C \， 的群映射，得出下图： 

C 2 -1^ C t ^ C 0 o . 

为了淸楚起见，我们把上面的 d 用三种符号表示如下： 

d * 4 * d n 

- > ^1 - >• C 0 - > 0. 

显然，匀适合 

I 

々• 〆 ，= (), i = 1,2* 

■ 

我们沣意到“交搀群”是一种 “ z 模”，因此，可以推广上面的讨 



i 


m 




论到一般的环只的模上去 • 

定义 9.1 设只为一环 • 所谓一个只复含形 ( c 〆 ）， 即是一组 
只模0€^>及只映射适合又设 

( C〆 ） 〆 。 〆 '〉 为两个只复合形,所谓 ( C〆 ) 到(<^，以 ） 的映射 a 

■ 

是指一组映射 A : Cr ^ C )， 使 


或写成 


也即是说，下图 




ad » dot 


是可交換的 




I 



d i 

] — ^ C f 


例 1 在上面讨论的拓扑学的例子中，我们可以令 


c 8 = c 4 


鲁*暑 


0, 


C 


C 


2 


0, 


A = ^ = …= 0, d -1 = ^—2 二 •_• = 0 • 

则 ( C , 句成为一个适合定义 9.1 的之复合形 • 

例2设兀 = C |>， y〆 ], 

C。 = X, CU = iC 办 ㊉ 抑 灰 ㊉ 凡办， 

(：— 2 =咒(办/\釭) ㊉ 兀(办 A 办) ㊉ 瓦(如八办）, 


CL i = KCdxA ^/ Ad ^), 


此处“八”是外积，即 

dx/\dx - dy/\dy = dz/\dz = 0 , 

dx/\dy- -dy/\dx, dy/\dz- ^dz/\dy, dz/\d%^ -dx/\dz 0 

我们定义 


dMCx f y 9 z^J/ x dx + j^dy + 
d^f^dx+f^dy^f^ds) 
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dy /\dz + 





% 


\ dxf\dy 


<L 2 (fi<h/\ds: +f 2 dz 八 dx +f $ dx/\Jy) 


= &x + Ty + W) dx 油八 dz . 

■ 

请注意： A 即是高等微积分中的梯度算子，夂:即旋度算子，^ 
即散度 算子. 我们定义其余的 G 及4皆为0 • 如此则定义出一 
个 C 复合形 • I 

设 (c，d ) 是一个合形，从下式 


= 0 

立得 4 +1 的象 d Ul C Ul 包含在 A 的核之中•我们常用 A 表示 
A 的核，其中的元素称为 * 阶闭链，或简称为闭链〗又用圮表 
示 A +l C i+1 ， 其中的元素称为丨阶边缘，或简称为边缘 • 于是有 
B { ( ZZ lt 二者皆是 模， 

定义 3. 2商模称为 i? 复合形 (C〆) 的 i 阶同调檇，记 
为 ％ = ■//〆(?)• 

例3 计算上面两个例子的同调模.在例1中， 

= ^ e.i ㊉之~㊉之心, 


所以 

又 

所以 

又 

所以 


B^- Z (<? 2 — c t ) + Z (Cj - c 2 ) +Z(c 1 - c 8 ) ， 

■ff o 5 = Zq / # 

Zi^Z ( 6j + b 2 +^ 3 ) = f 

srZj/Bj =0. 

^2 = 0 = 丑2 , 

■ Hj = ^ 2/^2 = 0# 


其余的皆为 ()• 


现在计算例 2 • 显然有 
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立得 H 。= = c /( o )« c . 又有 

d^idfjx + } % dy + f z dz) = 0 

如 

r 、 5 /g _ df 2 df t _ a / 3 df z _ d/i 

玲 n ， W ^ W f ww 

<=^ 存在使得 

勾 (P (3 f ， y 〆 )）= f x dx + f % dy + f % dz 

(髙等微积分定理） 

4 ^/ jx + f z dy +/ 3 ^ e ^ i , 

所以 H _ 1= Z —,/ i 3_, = 0. 又有 

i. 

d^Ux^y/\dz + f 2 dz/\dx + f z dx/\dy) = D 

— af 3 

ox dy oz 

令 今存在 \ 办十 M 夕 + A s 办，便得 

d^(Jk x dx + k 2 dy + h z dz) 

= f x dy/\iz + f z dz/\dx + f^dxf\dy 

(高等微积分定理） 

i^yA^ z +fzdz/\dx ^- f^dx/\dy^ ： B^ 

所以 ^—2 ~ ^— 2/^—2 = 

又不难看出 

2_3 = K (dx f\ dy f\ dz^) 9 

及任取 〆 y ) 办八办八如，总可以找到 / OmO ， 使行 

^ = 9(x,i/ f zy, 

也即 

d ^ CfdyA ^) ^ Q {^ yy ^^/\ dy /\ dz , 

所以 0 . . 
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共秦的和皆为 0 4 

请问读者，本例中南次提到的高等微积分中的定理，是指什 
么？请向梯度、旋度、散度三算子的方向去追査 • 

例4令 X = c (00), 即所有的形式的亚纯函数构成的域 • 
令 C 0 = K ， C_, = Kdx t 的定义 如下： 

(x)dx. 

我们定义其余的 q 及 禹皆为 0, 则 ( C〆 ） 显然是 C 复合形•现 
在我们来计算首先， 

= C 9 B 0 = 0 > 

所以 

不难看出，=： Kdx. 任取设(4€兀， 


POO = S fl i y， 


则，存在 / ooeA 使尸00=300令令 


0. 所以 


B 


^ a { x f dx : 


于是，映射 


: H„ 1= Z. t /B 


C ， 


r 


= a ^ 


是同构.所以 HysC . 这里的 r 即是复变函数论中的“剩佘映 
射”.与前面的例子相同，其余的皆为 0. | 

如果对所有的〖<0, C , 皆为0,我们常称此种复合形为正复 
合形或链复合形 I 反之，如果对所有的«>0, q 皆为0 ,则称 
此种复合形为负复舍形或上链复合形.在上链复合形中*通常改 
变符号，记 


于是有 


C l = Gq ， d i = d^ if 
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所有的术语也仿此改称为上闭链、上边缘、上同调棋等等. 

当 A ( c )=0 时，我们自然得出 

Zi = B i9 ker d t = im d i+u 

此时我们称复合形在；处是“正合的”，一般言之，我们有 

I 

定义 3.3 设 A ,5,(7 是只模，在下列图形中， 

此处 a , 3是模映射，如果有 

im a =： ker p $ 

则称上面的序列在 s 处是正含的，或在中央处是正合的. 

习 題 

1. 计算8李形的同调模.复合形如图. 

2. 计算圆环面的同调模复合形如图，（把正方形两边对 

b 

I 

粘起来，成为一个筒形，再把筒形的两圆边粘起来，则成一圆环 
面 •） 



题1图 理2田 

3. 计算实射影平面 (real projective plane ) 的同 调模： 复合 

形 Ai 图.（实射影平面即粘合二维球面的对径点所得出的拓扑空 
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间 •） 

4. 本节例3中所提到的“髙 
等微积分”中的定理是什么？ 

5. 参考例2及例3,令 
夂={三维空间及 3 上的 

可微函数}_ 

定义 

CL! =兀办㊉兀办㊉兀如， 

C_ 8 = JCdy/\dzQKdz/\dx ㊉ Kdx/\dy， C_ 8 = Kdxf\dyf\dz % 
定义4。， d-i ，丈* 2 如例 2* 证明 Ho (C)«3 sJ {， 其余 H|(C〉=：0» 

6. 仿照例4,用0{{^}={在 0 点附近的亚纯函数 } 代替 
C (⑻) ， 构造复合形 C， 再计算 HKCh 请注意 C{{o:}} 的元素 
在0点的一个邻域 W\{0} 是解折函数 _ 

7. 设 K 是域， （C〆) 是一 个 7T 模复合形.假设 

2 <JimCr »<+ oo. 

证明 

2(-1) •dim C i = 2(-1) Mim H^C). 

8. 设从是一个及模，令 Ci=MGeZ)， 及 4 = 0. 证明达 
样得到一个及模复合形，幷求 

9. 给定及模正合序列 

0 —> M x - 8 -> M . , > M t — > 0 » 

〆 

我们令 A = 0O<0)， C x -M i9 C 2 = M,C 8 = M,, C/ = 0(；>4) . 

又令尖 d z = a, ^ = 0(；^2,3).证明这样得到一个及模复 
合形， 幷求 H t (C). 

10. 设 G 是有限交換群，及 = Z[G] 为整系数群环.作 G 的笛卡 
尔乘积《 

i + 1_ 

G^ 1 = C? x(7 x ••• xG Oo), 



庙3图 


m 



令 C , 是由 + 1 生成的自由交換群，而 = 0 (/ CO ). 对任惫 
0的 ，定义它在心的基元素的作用为 

9<9 0f 9i, » m ,^i) = (^o , 9Qi , … ，没仍 ）• 

按线性原则扩充为及在上的作用，使 Q 成为 及模. 定义4在 
的基元素上的作用为 

i t 

d i (&0, …， 9 i ) = 2(4) ,( 汉 。，… ，仍-1, 仍“，… ，仍） O >0), 

卜0 

^1 = 0 0_< o ). 

再按线性原则扩充为到 c ^ x 的只模映射 • 证明这样得出― 
个# 模复合形. 

11. 设 a 是只模复合形 ( C ?,<0 到及模复合形 ( C /, r > 的映射， 
使下图 


d ( 

> 0| 一一 • > 0|__| — 11 ■> **• 



交換 • 对和定义 

C^i— I i^f—i i^i_i +AO* 

证明 （ C 〃，#) 是一个及模复合形 • 

12. 设 ( U ) 是 Z 模复合形^其中每个 C , 都是自由 Z 模，证 
明2«和5»也是自由之模，且2«是<^的直和因子 • 

§2同调序列 

设 （ U ) 及 （ c 〃 〆 "） 为两个复合 形， = { fi t y ： c 今口 为映 
射，在下列图形中， 

―> O i + l C t -^> Ch — > 



—> c; +l — cj ― U * "> 
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任取 saez n b { eB n 则有 

• o =■- 芦卜 iK 2 < 〉 = >， 

所以 A ( af ,) ez 〗 •令 

b { = i ,* + i (^ ( t i ) > a i +1 +1> 

则 ， 

p iO i) = n+i( a ， +i) = d?+i_d+i( fl f+i ))， 

即所以可以定义 

U t ( c ) 今 H { ( C ff y f 

这里 Oi ] 表示心在同调群 H f ( C ) 中代表的元素（同调类〉. 

例5我们应用例 1. 令 ( C〆 ) 为例1的艺复合形， （ C ' f ) 相 

应于三角形 的边界 ，即 

= 之 \© 之办 2 ©2 心， C^=Z 〜 ㊉ Zq ㊉ Zc 3 , 

C : =0, \/*^0,1. 

我们定义映射 a = { aJ : C /— C ， 其中七,％为等同映射，其余的 
\皆为 0. 不难算出 

Z\ = Zib 1 +b 2 +b z ) > B ； =o, 

其余的 H ,( a ) 均为 0. 此时化 为等同映射， A 为0映射，其余 
的 A 均为0映射 . I 

参考上面的例子， 设有只 复合形(0,句，(0^ 〆 ）及映射 M C ' 
- > C , 我们可以进一步地构成一个 R 复合形 ( C 〃，以 >如下：令 

0； = 0,/^(00) 、 

又，当 < = 8 jC ? 时，令 

显而易见，当1=?<时，有心 =/•• +«)， a， « € C \ . 于是有 
所以#的定义是良好的.易于验证 (C〃^〃> 为一个只复合形. 
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如此得出的三组同调模序列之阎肴 
何关系？为此，我们引入定义： 

定义 9. 4 设有复合形〃及映射 

C / 二 C C ff . 

如果对任意 的〗， 序列 

0 —U C s Cf — > 0 

I 

都是正合的，即： 0 1是单射， A 是满射， i m a i = ker #|，则我们称 
o r c - Uc ^ 为短正合序列. 

定理 9.1 设〃是短正合序列，则存在一组连 
结映射斗 ( iez >, 使下面的同调模序列为正合序列： 

- >H i (C^-^UH i (C)^>//, (CO-^>H f ^(CO 上 

证明此定理的证法是所谓“査图法”，这是同调代数的标 
准证明方法之一，读者应该细心体会.我们作下图： 



— > c j+1 till c { ^U c^ x d -^i c^ 2 — 



^ t ezu 因为 f 列是正合的，所以必有 々 eq ， 使 
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< ⑹， 



此处所取的 q 有几分任意性 • 我们有 

Ui(Zi) = 0 . 

因为 f-1 列是正合的，即 

im = ker U 

所以存在唯一的使 
令 4([4]) = X—l ]* 自然有 

因为七„ 2 是单射，所以 ^. 1 C^-i)=o , 即 [« Lx ] 
确为中的 元素. 

如此规定的 4 是否是良好的？我们硏究巧的任意性•设另 

有一个同样适合< =仏(4),则 

*■* = = 0 * 

利用丨 列的正合;性，立得 

= Gj« 〉€ im a! = ker 彡 “ G • 

令相当于4^的元素为山则有 

■ 

因为是单射，所以得出 

所以，当考虑商模时，此种任意性立刻消 
失了. 

以下我们分三个步骤来证明本定理考虑的同调模序列的正合 

性： 1> imdf ( =ker^|) 2) im )?| =ker 4|? 3) im =ker 〜一 “ 

1) 任取0^]€巧((7)，4€2匕则有 

^f«i([^]) = ^i([«i(^)]) = ⑹] = o, 

也即 im Adker #!• 反过来，任取々6艺 i ，使得 [>*]€ker 及“ 

则有 o = PiiL^iD = Wi ( a )]， 即 

Pii^O ^ B 0 t - im 

所以存在 2 ?+l 及 





^ iC z O - + = ^i + lC^i + lX 

于是 ^ i ^ z i ) = ^f +iA + i (^ + i 〉 = 於 iA + i (怎 f + i 〉， 所以 

0 = - ^<+i(2i+i))y 

也即 - + i ( A + i)e ker ^j = im oij # 

于是存在 < ec 〖， 使 

z i~ ^i-i-1 C z i +1) = I) • 

从上式立得 


[ sr f ] =t lz { - d i + 1 ( z i + 1 ) 2 ^ [0|<«；)] 

= «<([« I])€im a i9 

2) 任取 [>*]€&((；)， z ( eZi . 则有 

= [忽 U 

其中是由、办 u = A 0?«) 决 定的. 立得 

〜(0 i |( Z |) =0. 

而⑷^是单射，所以 <M = o , 也即 

4 i ^ i ([ ari ]) =0, im P t <zket A u 

现在我们任取适合 4(0?]) =0. 任取巧€4,使 

z ^ PiizO ,' . 

则 ^- l (^<^))=^ f <^(^)> = diC^D = 0 . 

于是存在使 = 40^〉. 则有 

0 = = C ^ i - iU * 

于是 

^ i 9 

也即存在圮 eC :, 使 = •代入上式，得 

^<(« i ) =^ a |( a f (), 


所以 -«<(*；)) *0. 

我们同时有 

p i ^ i ^a i C^y=Pi(.z i )-fi i a i Cz t i y = 月,⑹ 

因此，我们令则有 

^i(C z J) = [月 i(A)] = W ]， 
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WW]€im p u 

3) 任取 46以， 令 适合下式 

=Pi<^ih ^i(^i) =01-1(2^!), 


则 


禹 （[o[u 


立得 

于是 


«^([ 2 ：]) = [4( A )] = 0 • 


〆 


im 4|<zker & i 


现在我们任取 OUe hr 


则 


o .:〜([»’,- J )=[〜(〜>], 

即 ®(—lC^4—l) ^ ^ i—ly 

也即存在使 

^ i <* l )= a *- i (« i - i ). 

令 W = A ( A ), 则有 

d^zjyzzdifiiCzt) =^1^( (^i) =^<-i^-i(«5-i) = 0 ， 


即 


^ ez \. 


根据 4 的定义，我们有 


例 8 考虑例 5, 令 j〃） 为下面的 Z 复 合形: 

CJ =C £ /a(CJ)«C 2 , 

Cf = 0^0(0^) = 0, 

CJ =C 0 /a(CJ) = 0, 


其余的 C ? 皆为 ()• 又令 々 i: 〖为典型映射，则 g： 然有一短 

正合列 

« fi 、 

0 ― > C，C — ^ — >0. 

4 

于是，按照本定理，有下面的长正合列* 
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- )-X// 2 (C)^>// 2 (CO 

(C^ )^>H 2 (ct^h 乂 c"y^H 0 (c ，、 


经过实际计算后，代入 Hi 的値，则得出 

-> 0 0 0 o 



在拓扑学看来， HKC ") 可以理解 成相对同调群 • I 

在同调代数中，有一个起源于拓扑学的槪念：同伦， 

定义9,5设 a , #是两个从复合形 ( a〆 /) 到 ( C〆 ） 的映射, 
如果存在一组模映射 s = { s :}， s !: C ^-> C <+1 , 使得 

a < - ^ i = + l s i + 9 V U 

则称 a , 3 同伦，以符号 a 〜 J 5 表示之， 

对上面的定义，我们可以图解如下. 



同伦的意义在于下面的定理《 

定理 9.2 设 a , 於同伦，即 a ~ j 9, 则 

作1 : Pi' ^(C 7 )->Hj(C), 

证明 任取 Mez ;, 则有 
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= [(^i +</ Ul s i )( zf )] =[ A (4)] 

=^,*([^]). I 

例 7 我们应用例 5 的讨论，令方= {々}定义 如下： 


Pi - 0 , 


m 


年0 , 


Po(. n i e i + « 2 e 2 + n s ^) = (n t +n 2 + « 8 )c?i # 

显然， /是 C 到 C 的映射 • 我们定义一组模映射 SrrpJ 如下 


S < = 0, 


s o ⑹ 




h ， 


* = 1， 


3 


i 0 i ) 


不难验证 


等 


3 , 


a i ^ P i ^ d { ^ l s i + 


也即 a 〜 办，所以 = 及“ 从拓扑学的观点来看， a 相当于三角形 
的等同映射， A 相当于把三角形映射到一个顶点 力， 在允许考虑 
三角形內部的情形下，这两个映射是同伦的 * 



习 



设有 R 槙映射交換图： 

h 

0 —> M f 一—> 0 

0 — >N / " ■ > N - ^ ■ > 7V ;/ -—> q 


共中上、卞两行正合 • 证明存在 ker (/ 勹到 M / i m (//〉 的模映射 
使下面序列 正合： 
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0 >ker (/ r ) - > ker(/)—>ker (/ y/ ) - /im (/ r ) 


m ^- r M 

r>A7im(/) 」 ^>AP/im ( 尸 ) 


> 


其中 US ' ，铲分别由诱导而得. 
2. 给定 K 模映射交換图如下， 






C 




在图中每个列和中间两行是正 合的 . 令 yeM , 满足 
㈣= /"X〃. 那么叹 y = Q n v>y~g ff f tf x tf = 0, 且存在唯一的 Y € W • 

使得 W = 肌 定义证明〃与 々的选 择无关，且 
4/^*0是一个模映射，验证 




是正合的，证明若〆是单射，那么 &也是 单射.若〃是满射， 
那么 y 也是满射. 

3. 设尺模复合形 ( M ) 到 （ C / ，&) 的两个映射 a , fi 是同论 
的： a 〜足 又设模复合形 （ a , f ) 到的两个映射 V, 
谷也同伦： y-K 试证明 K 模复合形 （U) 到 （c〃,i〃） 的两个映 
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射 ㈧ ,5 jS 必同伦： ya - 80 m 

4. 证明 “3 X 3 引趣” 


在下列复合形图中 







0 



>B X 



>丑2 


>B 





假设在三行与三列中，除了一行(或一列)以外，其它都正合,证 
明该行(或 该列〉 必定也是正合的， 

提示：读者可以利用每一行都是复合形，再利用定理 9.1, 

5. 考虑 z 模复合形 ( u )， ( m ， 其中 

Cj =： , Cq = ^ C n = 0 (n^O f 1)j 

AO = 2s 。， df = 0 ^1) ； 

C\ = , C ； =0 (n^l). 

定义 ( C〆 ) 到(以 ，f ) 的映射伊 如下： 

史 i( s i) = h, 史 < = 0 Oi), 

证明! P 与 ( C ，0 到(口，）的零映射不同伦. 

6, 举例 说明： 如果及模复合形 （ C〆 ) 到 ( C ' t ) 的两个映 
射 a J 诱导出它们的同调模 ％( C ) 与尽((7)之间的同一个模映 
射，《与 A 可能幷不同伦. 


§3模的化解 

■ 

模论与向量空间论的不同点之一是一般的模幷非自由模 • 我 
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f 门 可以用 下面的方法来硏究一般的模 4 

定义 9.6 令 M 为;?模.对于正复合形 ( C , 幻： 

… — > c n — —— > C t — U > C 0 —> 0 , 

如果存在一个模映射 C 使6心= 0,则称 ( c , d ) 为 M 上的 

复含形， e 为投入 映射. 更进一步，如果下面的序列是正合的， 
则称 C 是 M 的化解序列： 


•“— >C n — >C n—1 —> •" — >Cj — Cq ，- • >M —> 0 • 
讨论 1) 如果 C 是 M 的化解序列，则显然有 

^i(C) =0, V <>0, 

= C^o/^i(^i) = Co/ker e#«M # 

2) 如果 G 又皆是自由模，则称 C 是 M 的自 由化解 序列.任 
给於，可以用下面的方法建造祕的一个自由化解序列，令 {mj 

p 

是 M 的一个生成元集，取符号 x f ， 令 C 。 = ©/?々，定义 

i 



设 A ^ Icere , 令 { t ?} 是兀 o 的一个生成元集.取符号{*?}，令 

定义 

i 


^ i ( S r * 3c ?) = ? r, ^ # 

再设以此顺序建造即得 M 的自由 
化解序列 C =( C〆 )* 

例8设及= CT |>， 灰], M = (/(^, y)),iV = k ( x , y } y , 

其中 50 c , JO , 幻无公因子. 则有下列的自由化解序呵. 

在 1 

0 - - > JVg ——> o ^ 

0"— -> jR _」 > 及 ㊉ /? *■—-■> AT — >0^ 

此处 

以1)=/0,夕)， 
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e a((l ， 0)) =5(x ， iO ， s 2 (( 0 ， l)) = 

d l il) = Oi{x t y) f -gix t y ')) 9 

讨论不难看出，任给爲及一自由模 M ， 则存在一个自由化 
解序列 

0— >M —— >M — >0. 

i 

所以我们可以用模 W 的最短自由化解序列的长度来度量 W 与自由 
模的 偏差. 上面的例子中，模 M 是自 由模； 模 iV 虽非自由模，可 
是“偏差度”是1 • 

更进一步说，如果环 R 是域，则任意 A 模都是自由模 • 所以 
对任意环只，我们硏究所有的只模与自由模的偏差，这可以当成 
环 R 与域的偏差性的度量 • I 

比自由模广义且一样好用的是“射影模”.我们定义如下 • 
定义 9.7 如果对任意的模映射及任意的模满射 
N 今 L , 必有模映射 使 a = 则称模 M 是射影 

棋，換言之，在下面的图形中 

% 



N L 


虛线部分可用 y 补足，使此图形为可交換的. 

讨论 1) 任意的自由模都是射影模.事实上，设 m 是自由模, 

M - ©/2m <# 

i 

适合 

a(m,) V *’， 

又令定义如下 

y(m,) = n,, V 
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则显然有 


0 -py m 

2) —个模 M 是射 影模的充要桌件是： 它 是一个 自由模 F 的 

直和因子.換言之，即存在一个模 G , 使 

F = M©G. 

我们先讨论充分性，淸见 下图： 



此处兀 P € CV ) 为卩到 M 的投影映射 • 根据上 
面的讨论1> ， 存在 使 ajt = flcr . 令 y = cr| M (即 y 为 a 在 M 上 
的限制)即可， ^ 

现在我们讨论必 要性. 用定义 9.6 后面的讨论 2) ,令/ 7 为 
一' t 自由模(即 C D )， 则有下图： 
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此处 a = id 是恒同映射，于是存在 y ， 使 ^ 

a == ^y m 

令 G = ke r j 8, 则有 Gny(AO = {0}, f = G + y ( JVf ). 从这里我们 

立得 F = G ㊉ y ( M ). 又因为 y 是单射，所以存在自由模 
使 F * = G ® Af . 

3) 我们可以用同样的方法得出 M 是射影模的另一个充要条 
件如下：任给一个短正合序列 

Q ■ ■ _ > N - "― ■> L —^ A/ —^ 0 , 

必存在使得办 = i M (即 Af 的恒同映射）. 

4) 应用上面的讨论，及中国剩余定理，令 K = 2 T /( mn )， 
(饥， n )= l ， 及对=之 /(»， G = Z /( n ) 9 则都是及模，而且 

R = G ㊉ M. 

■ 

所以 M 是射影模，且显然不是自由模(数一数， M 中有多少个元 
素？） • 由此可知，幷非所有的射影模都是自由模 . I 
我*们引入如下的定义： 

定义 9.8 如果 G 都是射影模，则称复合形 ( C〆 ) 为射影复 
合形；如果 C 是 Af 的化解序列， C < 都是射影模，则称 C % M 的 

射影化解序列. 

我们有下面的定理： 

定理 9. 3设是 M 上的射影复合形， C〆 / 是的化解 
序列，以及是模映射.则存在映射 a : C — C 、 使= 

更进一步说，如果存在另一个 A C — C /, 使 # = e ' fi 0 , 
则《必与/?同伦(即<2〜幻， « tt = iSf n CVn >0). 

证明为了眉目淸哳 1我们作 下图： 
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图中实线部分巳给定，虛线部分为待定， 

因为 G 为射影模，< 为满射，所以按照射影模的定义，存 
在0 0 ,使 

L 

应用数学归纳法，设已作出，使 

a (i d l = d\a l9 •••, a n-2^»-i i* 

现在我们要作 a n . 考虑 

a n - l^n * C n -> C f n ^ l0 

因为是 M' 的化解序列，即 (C/yo 是正合的，所以有 


im d * 9 =ker d ^ l9 


已知 


lC ° n — = ®»—2^»— l^n 


令兀 = i m ( a »-lt)， 则有 


a»-A： C^KczCi^, 

(尺 ）=0, iCcker 

所以 /Cciin#, 也即有下图 I 



因为是射影模，所以存在％，使 

= J 

现设有 一个化 与 a 有同样的性质 • 我们要证明 a 与 i ? 同论, 
按照同伦的定义，我们要定义出 • ••八，… ，使 

s i* Cj — 。’…， 

a * - A = ^ i + i s i + U , CU = 0)， 

与上面的证法类似 ？ 先考虑《。-仏，申于 

?3§ 


即 


e/ (^o - ^ o > = 


所以存在下图: 


im(a 0 -J? 0 )dker e f - im d\ m 



因为是射影模， 所以存在 S(t ，使 

O 0 -^0 =^ i s 0. 

应用数学归纳法，设巳求出 S 。, 心,…,〜“，现在来 求〜. 考虑 

V ~ a n ~ Pn ~ s n — l^n • • 

我们有 

= - ~ ^n^n—i^n ~ ®n— — ^n—1^» ®«—1^» 

=(a”—l 3n—i- ^»^n—1)^» = ^n—1^»—i^n = 0> 

所以 imyd ker # =im 必 +1 . 于是有 下图： 



因为是射影模，所以存在、，使 

^ - «||-1^» = V = ^i + |5 tt . | 

例9我们举一个几何学的例子 • 任取一个平滑的曲面 

/( W ) =()• 
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平滑的条件即 /*,/^心在 曲面上任一点不同时为零.于是通过曲 
面上的任意点 P = 存在一个唯一的切面7^ 

(X - a ) f x + < r - b)fy +( Z - o 八 = 0. 

这些切面构成一个 切束， 

设曲面的定义方程式是代数方程式.读者不妨设想它是单位 
球面 = 令及 = 以及 

0 *: M = Ru@RvQRw-^R y 

0*(«)=/*， o -( y ) =/ y , a ( w ) = f %% 

又令 r = k «( cr ), N = Cf x u + f y v + f g wyR . 我们可以证明 T 即切 
束， W 即法线束.平滑的条件可以写成 下式： 

U yfxyfv tfz') = 1 > 

也即在及中 （/； r ,/ y ,/ z )：= l . 所以0•是满射.而及是自由及模， 

故是射影模，于是存在使 07 = ；^. 所以 

M = ㊉ ㊉7 1 , 

于是得出切束是射影模 . I 

同调代数论中，我们常用“共轭化”的方法：反转 箭头. 例 

I 

如，我们把射影模定义中的箭头一律反转，则得出如下的定义. 

定义 9. 9如果对于任意模映射 a : 以及任意模单射 

P ： L -^ N 9 必有模映射 y : iV ， Af , 使 a = 则称 M 是內射棋. 

換言之，在下面的图形中： 


N — 







虛线部分可用 y 补足，使此图形为可交換的 • 
我们把定义 9.6 共轭化，得出下面的定义《 
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定义 9.10 令 M 为及模.对于负复合形 ( M ): 

0•■- f I > C^'- m >> O w "~^~ ~" . > C B _ > •“， 

如果有一映射使 4 <u = 0, 则称 ( C , i ) 为 M 下的复合 
形， s 为投入 映射. 如果下面的序列是正合的，则称 C 是 Af 的上 

化解序列< 

0 — >• M. ■ * >C°-—>C 1 -^-> … — > C*** 1 - ~~ >C n —> … • 

更进一步说，如果所有的都是內射模，则称 C 是 M 的內射上 

化解序列. 

我们对定理 9.3 共轭化，得出下面的 定理. 

定理9,4设是 M 下的內射复合形，是 M 的上化解 
序列，以及是模映射，则存在映射 a : C ?/4 C ?, 使得 

= 更进一步说，如果存在另一个具有同样性质 的映射 

P ： C^C , 则 a 必与 fi 同论(即 ct~jS) ， «*=^"(Vn>0). 

证明读者自证之 • 丨 

讨论.任给模是否必存在一个內射上化解序列呢？我们 
考虑射影化解的第 一步： 

Op 一 ，> o, 

反转箭头后，得出 

0 ■ > ■‘ > c° f 

此处 e 是单射 • 換言之，能不能把任给的模嵌入一个內射模 
如果能作到这点，同法我们可以把 P/e(M) 嵌入內射模 C1, 
于是作出 下图： 


C%(M) 




因此，內射上化解序列的存在性，归结成下面的定理. 

定理 9. 5任给模 M , 都可以嵌入一个內射 模尺， 

此定理与后文无关，其证明又较复杂,所以不给出其 证明， 
给定一个短正合序列 

0 — >N —> L — >M —^ 0 , 

我们要建造的射影化解序列 C 7, D ,£, 使下面的图形 



为可交換的，以: k # 一直列都是 IE 合的(请参考定理 9.1) • 我们 
先任取 iv 的射影化解序列 C 及 M 的射影化解序列然后逐步地 
建造令 


Dq = Gq ㊉ 丑 0 ， 

g 为嵌入映射，巧为投影映射.因为#是满射， 仏是射 影模，所 
以存在映射 


使 

我们定义 A 如下: 


P ： 五。-►乙, 

A(c 0 ,e 0 )=ae(c? 0 ) +p(e 0 ) # 


不难看出, 


240 




0 0 

其中 / s ^= kere , V =： ker A , M f = ker ^ 我们仅须证明 

0 —— >U —— > o 

是正合的，就可以再次运用上面9^的作法，作出显然，任 
取 = 则有 

又 $0(。。） = 又（。0,0) = ®®(。。） = 0， 

所以 MiVOcI /* 自然, &•• 是单射 • 任取 P eP = k « A , 

则有 


^ A ( ff 0 , e 0 ) =^ ae ( c 0 ) + fip ( e 0 ) =^ 0 (<? 0 ,^ o )# 

所以，•牝部分图形是可交換的 • 我们现在荽证明 A 是满射，任取 
乙因为 

imjS = M = im/i, 

所以存在％ € 迅，使 iS(0=/*(^)>=A>(e。)， 即 

^(i-p(e 0 )) = 0 , I - p(^o) € j 5 = im a, 

于是，存在 n€N, 使 

^ ~ P (^ o ) = a ( n ), 

令 心适合 e(e? 0 ) =n , 则有 

又 ( 公 0 * 占 0 ) = + P( 0 o) =a(fi) +p(^o) ~K 

因此丨是满射 • 我们再建造考虑下面的图形： 


o 


o o o 

r r - 

/ ( / r / 
ny ^ nyr^ ■ j :V M 


4 

o ―— VD 1 


>tq 


f 


4 
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0:0(,’）= 久 0’ )=0， 

所以％ 0/> C ： A ^， 也即: nr 。： 是一个映射 • 现在我们喪 

说明兀 0 : "-•• JW 7 是一个满射 • 任取 e 0 6 Ai 7 = ker / i ， 如 J 有 

0 = MC ^ o ) = ^ Cp (^ o ))> 

+ 

所以 P ( e o ) 6 ker 彡: =im a . 

即存在 N ，使 

P C ^ o ) = a ( fi ) ， £ ( Co ) — n # 

令 K = (-^ O ^ o ), 则有 

又 （!’）= - ae ( t ? o ) + p (<9 0 ) = — a ( n ) + p ((? 0 ) =0, 

即 P eker A = I /, 且 

冗 Q(l' ) = A. 

所以巧 ： Z /— AT 是满射 • 

最沄一 •步， 我们要证明 ker jr 0 = im 、 因 ： r ot .。 = 0: C 。 十％， 
所以兀 0 *’0 = 0： ^如此得出 

im i 0 d ker 7 t 0m 

, 

反之，任取 r = ( q ， 0 ) e X /, 适合兀 0 ( O =0, 即有％ =()• 于是 

又 ( Co ,0) = a = 0* 

因为 a 是单射，所以必有 e (<? G ) = 0，即 s = A / 7 •故 

I ’ = (。0 ，0) = *_0(。0) €*.()• 

综上所述，我们给出下面的定义及定理. 

定义 9.11 任给一个短正合序列0 — N — > L — > M —> 
0. 上文所讨论的射影化解序列的短正合列0 — > C —> 
E ―> 0称为短正合序列0 — > N —> L — > M —> 0的射釤化 

解序列. 

定理 9. 6任给一个短正合序列 G ―—> L — > M ― > o , 
都必存在它的射影化解序列 0— > C —> D — >0. 

习埋 

1. 证明 i ? 模 M 是有限生成的射影模的充要条 件是： 它是具 
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有有限基的 3 由及模尸的直和因芋，即存在 P 的子樓 G ，使得 

F = M ® G . 

2. 设 (!*€/, J 为指标集）是射影模•证明 ® M i 也造 
射影模 • 

3. 设 e 是环及的一个幂等元素：# = 匕证明 (?尺是射影及 

m . 

4. 设是內射模，证明 U M * 也是內射模 • 

i ei 

5. 证明每个只模 M 都与一 ft 由 i? 模 F 的某个商模同构* 

6. 给定两个影射只模 M ， iV , 证明存在一个自由只模 F ， 


使得 


M ㊉ ㊉ i 7 , 


且两者都是自由 R 模. 

■ 

7. 证明 Q 不是自 由名模 • 

8 . 设 M , N 是射影及模，且下面两个序列正合: 

■ • 

0 ― > M f ― >M — > M ff ―> 0 


0 — >N f — >N — >M ff —> 0 
证明： M 茁 NkJV ㊉ M ，. 

^证明主理想整环及上的射影模都是自由模 • 

I 

10. 设 M 是环 Z 內由6,8生成的理想 • 把 M 看作 Z 模，试求 

M 的两个不同的自由化解序列 • 

11. 给定正复合形 

- -> C n - > C n ^ l - > … … >Cj -> Cq - >0m 

i 正明：仏(0=00^1)的充要条件是下面的序列正合： 

… — > C n — > C n _ j —> ••• —— > C 0 — > H 0 (^Cy >0# 


12 . 


设 


>^n - 



> C,—► c 0 


是一个射影正复合形，又设有正复合形 

…— >D n ——> … —> D x —> D 0f 
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其同调那么，对/^❹到/^仍的每个模 
映射 h 都存在 C 到 D 的映射 ct , 使得?>由0(诱导出，即 

且如果 C 到 Z ) 的两个映射 a , 都诱导出6则01~圮 
13. 证明题12的共轭(或称对偶)命题. 

, § 4 Ext 

任给两个$模 M 及令 

Hom ( M , A ) = { cr ： ct 为的模映射}. 

我们自然可以引入下面的代数 运算： 对于 /^ AeHonKA ^ A )， 
ri , r 2 eR 9 定义 

( r i/i + r 2/2)( 饥） = r i(/i( 饥 )> + r 2(AOO)eA ， 

在这种运算下， Hom ( Af ， A ) 显然是 及模. 如杲我们要着重标明 
环及，以免混淆，往往用代替 Hom ( Af , A ). 

令 C , s 是模 M 的-个射影化解序列，即有 

0 <— M < ― Cq - Cj <—… < "■ - C ft < - •• … • 

_ 

■ 

我们可以用 s 定义如下的映射 

e *： Hom ( M , A )~^ Hom ( C 0 , A ), 

e *(/) = fs . 

请注意，箭头的方向反转了.不难验证0确是模映射 • 同法我们 
可以考虑勾 〆 〗 ，… 〆 I , •••• 于是得出下面的负复合形： 

0 —> Horn ( C 0 , A ) 一 HomfC ^， 乂） —> … 

— Horn ( C tt , A ) — • 

它是一个复合形的原因是 

+ l^* C^?) = ^* + 1 C^^n) - " 9^n^n+i = Oj 

\/ ge ^ omiC n _ u A ) 9 ；1 = 1，2,… 
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令其 ^ 阶上同调模为我们需要应用定理 9.3 来 i 正明 
化((：/)与(7无关,.換霄之，设是 M 的另一个射影化解序 
列，则必有 

H 1 (C (C f y A) y V * = 0,1,2, 

证法 如下， 根据定理 9. 3, 存在使下图 

… —■■_ ■ 一> … —> (7^ — • 办 - Af — > 0 



…— > C n —> … 一 — >Cj — C 0 —> M — > 0 

a \ B \ || 

y y y 

… — > C n — > …——> C 0 — > M —> 0 

的上两行交換 • 于是从中间-•行到下面一行存在映射{巧仏}.另 
一 方面，下两行之间自然有一等同恒射1，故 

a , 沟〜 1. 

即存在映射力，使 

M < = 1 +</ i +1 s u 

由此立得 

(«,]?,)* = X*+^s ：_ 1 +s*i ： + 1 . 

参考下图 

i ， d * 

… te， Hom(C^ J;J 4) —Horn(C f ,-A) — 



^ 7 4 * 

•“ _ 一 t ， i4) ■ ^ Horn CCj ? A) 十 L Hoiu(C … ， >0 ， _ … 

所以我们有(七化广〜 i *. 于是对上同调模而言， 


也即 
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是一同构映射 • 由此立得 G 是单射，治是滿射*在上面的考虑 
我们交也即考虑 P ^： 则同法可得： 

$是单射，$ 是?^射. 于是我们证明了 

我们给出如下的 定义， ‘ 

定义 9J 2 任给:±及模 M,A ， 任取 M 的一个射影化解序列 

C t e f 我们定义 

讨论 1) 如上面所指出的， Exti(M,A) 与射影化解序列的 
选取无关， 

2) ExtJ 的原来定义是“用 M 得出的 A 的 i 次扩充所构成的 
模”，这比较 复杂. 因此，我们采用了上面那个定义 • 请注意 

Ext 即 extension 的头三个字母 • 

3) ExtJ(^,^)«Hom R (M,>l). 原因如下：首先，按照定 
义，我们知道 

Ext!(M,A) =ker d \ % 

其次，巳知下面的序列是正合的： 

Oj —- >0 q—— —> 0 ， 

考虑与它相应的序列 

</* ' 

Hoin(C^ ， Ay < ■ -Hoir^Oq , A)^~~*Honi(JW" t <■■■_■ 0• 

我们要证明它也是正合的 • 证明了这一点之后，我们立得 

ExtJ(M,A) =ker d \ =im £*»Hom(M,A) # 

证法如下》 

(a) 0 是 单射， 原因是 

e*(/) = 04= 今 /^(<?〉= 0 ， V ^ E^o 

<=^/(m) = 0 ， V 饥 € M (因 e(C。） = M 〉 

= 0 * 

(b) im e * =ker d\ f 原因是：首先， 
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=/“! = /• 0 = 0, 

所以 ime * c ： k «4% 其次，任取见下图: 

+ 



我们要找一个/，使上面的图可 交換. 任取 m 令 =«. 

定义 


/( m >: 5 ( c 0 >. 

如果取不同的 cS = h + 尖 ( O ，则 

/(m)=p(c 0 + 屯 ( 〜 ) ） =50?。）+ 加 1(0 =^(^o). 

所以，对所有可取的 /( m ) 是唯一确定的，即/是一个定义良 
好的 映射. 于是，不难看出# = /e = e *(/) eime *， 即有 

im e* = ker d\ % 

4) 定义 9,12 给出了一个典范的 方法： 自一化解序列 ( U ), 
得另一复合形 ( Hom ( C〆 ）， 和)，又导出它的同调模 Exti ( Af /), 

■ 

这是导出函子的方法，自然，如果导出的同调模 

Ext i( M , 句 0>1) 

都是零，換句话说，如果复合形 （ Hom ( JVf , A ) 〆 *〉 是正合的，则 
这个方法的意义将大为减少了.我们举出下^的例10,说明一般 
导出的同调模不是零. 

例10考虑的下面的自由化解序列（当然是射影化解 
序列〉 

0 —> Z^->Z ― x -^Z/mZ — 

此处 m : Z 今 Z 表示映射 m ( n ) = mn ( yne ^), % 是典型映射 • 
任给茗模即一交換 群〉， 我们得出 


0 < —— Hom (之， A 〉 夺 ， A 〉 

< — Hom(Z /mZ 9 A) < — o# 

因为任给一个 ae 乂，则 /(l>=fl 引生出 Hom(Z, 乂)中的一个元 

素/，而且/是由/(1>唯一确定的，所以 

¥ 

Hom(Z , A ) s«i4, m*Hom (名, 

因此上面得出的复合形是正合的 • 这也就是说 

ExtJ(Z/mZ,A>^ ： o. 

例 11参考例 8. 我们取及= 0|>,幻， { Kx , y ) 与 h ( x,sO 无 
公因子， N ^ Xff < x , yy , h ( x , m . 則有下列的自由化解序列 



r ^ ziIrqr^N 



0, 


此时 R ㊉ 及的元素都写成直列 





我们考虑 H 穴 JV ,/?). 先取下面的复合形 


0<— Uom R ( R f Ry 


[-M 


Hom R ( R ^ R , R ) < ― -0* 


于是 


H ^( N p R)^ket 


9 - 



(0)»ker 


-9 


j 

H l {N f R) : Rom R (R,R)/ im[ 




9 


进一步实际 计算. 取 ㊉ /2, ie ), 设 






ft ， 


则 



9 




(/V= 6 料 ([ 


9 


(/)) ⑴ 






-9 


( 1 ) = 0 


<=>A/ 1 - gf t = 0<=>/i -sg 9 f t = sh4=^f ^sa 


共中 S^/?，（7( :)= 沒， 



K 所以 


H°(N f R)^ker 



-9 」 



= Rcf^R 



现在计算好 1 ^).取为 

lj*(0 = r t 及 . 

则有 Hom B (^, K ) =R . 及•令 7 u lf 7 r % 定义如下 


"^([ o ]): 1 ， 〜([;]) = 0 ，兀 2 ([:] ) = 0 ，〜([:]) = ’• 

我们立得 

/ = / i ^+/ t ^*, 

J 

=/ ([二]⑴)=八“/必 

■> 

所以 im [ h 

即有 m ( N t R ^ R / N . 

引理在下列的短正合列中，如果是射影模： 

0 ―> C n —^D fl ^=± E n ―> 0, 一 


(*) 

则我们恒有 
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0 Hoin , A^〉 < 人 一 Hop , AT〉 <_ ■ _ (右 •, AT〉^ 

是正合的， 

钲明我们应证明三点： 1) 兀*蟲单射 ,2) im# = ker|-*， 
3) P 是满射 • 前两点在一般情形下(即不要求是射影模)都是 
正确的，读者自 证之. 我们来证 3)* 

因为&是射影模，所以序列（关）的虛线部分可以用厂足, 
使〃 / = U 不难看出 

^>n=UO n )e ； (Bn). 

任取 AeH_(C n ，AO 今 

IK’ONi 〉 = ▲(<?*〉 C V C ^nf 歧》 »6 五》〉， 

||IJy6Hom(D W/ iV ), 而且 i *00 = k . 所以 i* 是一个满射 • | 

定理 9. 7设有一个短正合序列 

0 ― >N ― >L — >M — >- 0 , 

则有下面的长正合序列 

0— >Ext°(M,A) — ^Ext 0 <L,A) — >Ext°(iV,>l) 

-^>Ext x iM f A) —一 ^ Ext»(iV,A) 

p 

-^>Ext # + l (M,A) ― >Ext # + 1 CL, A ) — > … • 

证明根据定理 9.6, 我们可以取此短正合序列的一个射影 
化解序列 0— —即 

0 0 0 


0 

0 

0 0 0 
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对此图取 Horn (“， AT >, 則#下私 


… <— Hom(C n ,N) <— . < — Hom(C 0 ,N〉 <— 0 

A A 

*： {*； 

… < — HomCC^TV) . < —— Hom(D 0 ,iV) <— 0 

A A 

jr * jr* 

… < —— Hom(E n ,N)^ — . < —— Hom(B 0 ,iV)< — 0 

A A 


我们仅须说明每一列都是 正合的，便可用定理 9.1 导出本定 理了. 
前面的引 理正好 证明了这一点 • I 

应用上定理，我们可以得出射影模的同调代数论的定义，即 
下定理 • 

定理9,8对任意模 M 而言，下面的三个性质是等同的： 

1) 从是射影模, 

2) 对所有的及所有的模 iV, Ext w (A/,7V )= o, 

3) 对所有的槙 Ext»(M,JV) = 0. 

证明1)=» 2). 巳知 M 是射影模，所以下面的序列是 M 
的射影化解序列： 

0 ― > M ― > M —> 0 , 

即取 C^ = Af，C, = C 2 = ― = 0 # 于是序列 

0 — >Hom(C 0 ,iV) — >Hom(G 1 ,N) —> 

即是 0— >Hom(Af ,N ) —> 0— >•••• 

计算共同调模，立得 2) • 

2) «=»3),立得. 

3) =^1). 我们任取一个短正合序列 

0 ■ ■ > K 一 I - 1 > F ■ ■ >bd "■■■ > 0 » 
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o 水 






此处户是自 由模. 应用 t 理 9.? 及性质3>,我们立傳芷合序列 

0 — ->Ext°(M l 7C) — >Ext°(F,/f) ―—>0, 

也即 

0 —> Hom(M ,X >Hom(F , /C) —^—>Hom(iC , K ) —> 0 . 

取 l K 6 Hom ( iC , JO , 则必存在 /6Hom(F,JC>, 使 

**(/)=/* = 1心 

令 JVf / ilcer /, 则有 

I I 

0— >M / — > F — > 0 ^ 

i 

其中 7 为嵌入映射.由此立得兀是射影模，以及 

f = ;( M / W 叫 )« F / i (^)« M , 

所以， M 是一个自由模的直和因子，也即是一个射影模 . I 
讨论本定理将在 §6 “同调维数”中推广•撒 
我们也可以用內 射上化 解序列来定义 

为了眉目_起见，我们先用內射上化解序列定义然 

后证明 Exd = Ext 、 

定义 9 J 3 令是 A 的一个內射上化解序列， 

0 —— > A — ^ > £)* ^ - > .P a — • 

琴 

p 

■ 

令 Hom ( Af ， D ) 为下面的复合形 

0 — >Hom(M,D°) — ^HomCMj-D 1 ) — • 

我们定义为它的 t ‘ 阶上同 调模. 

我们要证明： 

定理 9.9 
证明不难看出 

Ext°(Af ,A) = Horn (M, A) = Ext°(Af,y4) # 

任取一个短正合序列如下（其中 P 是射影 模〉： 

0 — > K — JP _ ■ > M 一 ~^ 0 • 

应用定理 9. 8及定理 9. 7,我们得出 
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0 — ► Horn (M , >1 〉 (P, A) —>Hom (if, A) 
—^ Ext 1 (Af, A) — > 0 — ^Ext^TT,^) 

■ ^ > Ext 史 （ A /, i 4)-_ p > 0 … • 

用同样方法，不难得出 

Hom ( P , 

0— ^ Ext ^/ T ^ A ) 


由此立得 

Ext ! (M , 4) «Hom (凡 ， A )/** (Hom ( P , A ) 〉岛 (M , A ) , 

Ext B (M,A)asExt 11 " 1 {K y A)^ Ext fl (Af^AjsssExt^^A"^). 

应用数学归纳法，已知于是立得 
本定理，丨 

与定理9,8相同的，我们可以证明下面的定理， 

定理 9,10对任意模 iV 而言，下面的三个性质是等同的： 

1) 尺是內射模 I 

2) 对所有坤及所有的模 M , Ext w ( M , N ) = 0, 

3) 对所有的模 M ， E x t»(Af,7V)=o. 

习 题 

1. 设有 A 模映射序列 

M ’ — 〒 iAf —* — ► 0 • 

证明这个序列正合的充要条 件是： 对任意及模下面的序列芷 
合 

0 — >Hom(M 〃， N)-^Hom(M, ,AT), 

其中是由诱导得出的 • 

2. 设有只模映射序列 


0— >Hom(M, A)— > 

1 (M , A)— > 

*^-> Ext 2 ( M , j 4) — ► 
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A 


0 — > N f • 

证明这个序列正合的充要条件是：对任意 A 模下面的序列正 
合： 

0 — >Hom(M, N f iV)— 

其中 fl 定义如下： V / eHom ( M , ATO , 其在 8 下映成 
內的0的定义方法相同. 

3. 证明 R 模 M 是射影模的充要条件是：对任意的 R 模短正 
合序列 

0—> A — u > B — v -> C — ^0, 

下面的序列正合： 

0 — > Horn(M , A) —^-»Hom(M , B)—^Hom (Af, C) — ► 0 , 
其中 fl ' 的定义同题 2. 

4 . 令及为主理想整环， aeD . 令 M = D /( fl ) 为及模， 
它的一个射影化解序列为 

… 一 ■_ > 0 ■ ■ ■_■ > D —^ D 1 > M ~ > 0 p 

其中 jD —是乘 a 的映射，而 £>—> M 是典型映射 • 对及模 
N 9 考虑 Hom (£), iVO 到 AT 的映射如下 i V »?6 Hom (0, JV ), 定义 

利用它们证明 

Ext l (M ,N)#N/aN, 

幷证明：若 JV = D /( fr ), 则 

这里表示汐在 D 內生成的理想 * 

5. 设是 J ? 模，如果只模 B 使下面序列 正合： 

0_> Ar 二> 0, 

则称£是对关于 N 的一个 扩充.设圮，仏 是两个扩充, y 是义到 
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圮的槙映射，使下图交換 * 



证明 y 必是一个模同构，幷证明及模关于 W 的扩充£总是存在的. 

6. 设是及槙， Af 关于 iV 的两个扩充圮与£ 8 称为等价, 
若存在圮到仏的同构 y, 使下图交換* 



命 e ( m , n ) 表示 m 关于 at 的扩充的等价类所成的 集合. 证明 
S(M,AO 和之间存在 一一 对应. 

7. 对及棋证明 

⑴ Ext” （㊉ 

,€ 1 (€1 

(2) Ext 和， 

' <62 / 

8. 证明 ： E 模 M 是內射模的充要条件是：对及的任意理想 

/， 

Ext 1 (i?// ; M) = o # 
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§5 张置积与 Tor 


张量源出于物理学中计算物体內的张力.后来在微分儿何学 
中有了广泛的应用.例如，三维空间的位移微分 心可以 写成下 
式 ， 

ds z = y^gjjdx^x 1 m 

“？ 

当我们变換坐标 {V } 时， 


ds 2 = y^]g i jdx i dx i 


S 


dx ^ 

9ti 


dx i 
dx * 1 


dx* k dx* 



9ii 


dx i dx 
dx* k dx* 




dx * l dx * 1 



t 

t 

—般而言，取一向量空间 V 我们定义张量积 

I 

V 0 V = Ew ® 屹 

it i 

适合下列公式： — 

(” 1 + ”2 )® w = ^ J ®« + 

^®(«1 +«*) = + ^®« 2 , 

(⑽ ®u = y0Ctu) = ^(y(g)«), 

其中 y , u , t ；,, i ^ ev ， keK m 任取 《； ev ® v ， 则 w 可以写成下式 


4 
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«>= 

if i 

当我(门进行下述坐标变換时： ’ 

e f = Yi a < t e * k > 

k 

ifjtktl if t 

此处 /*! = 

it i 

与前段有关 A * 的计算相比，可知{/^}即相当于共变张量 {9ij}. 
在本节中，我们将 要讨论 任意的/?模的“张量积” 

定义 9 J 4 即由符号 m ®；) 生成而且适合下列公式 

的只模： 

(m, + m,)®n =： m t ®n + m 8 0n, ^®(«i +« 2 ) = m ® n i + w0n 2 » 

( rm )0 n = m ®( rn ) = r ( m ( g ) n ), 

■ 

其中 n ,〜，〜€〜， r ^ R . 

讨论是否存在这样的 A 模呢？于是，下面的定义 
9.14' 较好 • 

定义 9.14' 取 M ❶ iV 为由所有符号 m 。 n 生成的 自由及模. 
再取为由所有符号 + m a > 。 rt - 。 n-m 2 。 n，m 。 （〜+n,) 

-m o 化 - m 。 ( rm) 。/ 1 - r ( m 。/ 1 ), m 。 ( rn ) — r(m o n ) 生 

成的子模•令 ' 

Af o AT — 。 N/K = M® r N 9 a(m 。 n> = m(g)n. 

则立得是一个/2槙. 

讨论上面的定义确实构造出了 M ® b N ， 然而比较复杂. 

通常我们可以用下面的定理，得出张量积的又一个定义. 

定理9,给定及模 M , iV ， 则 M ® a iV 是唯一能适合下面 
条件的只模 1(# 考下图，见下页 )* 存在 a : 为一 双线 


257 



性映射，使得对于任意给定的模 Q 及双线性映射 P: M X N -^ Q . 
必存在唯一的模映射使 


M x N r L 



证明令 L = a : MxA ^ i 定义为 

a((m,n)) =m®n # 

« 显然对 M 及 AT 都是线性的，所以是双线性映射 • 定义 

jt: M o x N 9 

■ 1 

n(m 。 n) = (m,n) # 

显然 a 是模映射*对于任给的模 Q 及双线性映射 P : MxJV — Q , 

P 可以扩充为映射及：即 j ? = 0 T . 由于月是 
双线性的，所以及(幻=0,于是及诱导出 i ^ g ^ iVsMoAr/K 
到 Q 的模映射7_显然 ya = js . 又因为在 a 下 M ® a Ar 中的任一 
元素被 MxN 中的某些元素完全确定，不难看出，满足％ =月的 
模映射 y 是唯一的， 

反之，设 L 适合本定理给出的条件*则有交換图 I 

MXN 


M®N 

(即取得到 〆 ，又取0 = 1,彡=：(»\得到)0, 
即有 
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a f ya = o', yy f a f = a，• 

但显然 U 满足 1W=V, 由唯一性，即有 yy'u . 同样， 
yy r 于是 y，y' 均为同构 • I 

例 12 1> 设 M,N 都是自由模，以=；2及/八 

i i 

不难看出， M 0 R N ^^； Re t ® f u 如果只是域， M,AT 都是有 

限维向量空间，则有 # 

dim M0 r N - (dim M)(dim AT). 

2) m®n = ? 这是一个舍意不淸的问题 • 我们举例说明这一 
点.取 = = N ^ Z / mZ . m®f 有如下两种不同的 

含意： 

m®l6 

tn ( g ) ieM ( g } z N m 

在第一种情形，= m 0®T) = l®wil = 100 = 0* 在第二种 
情形，我们不能自由移动 m (因为 leM)* 所以，在下面的同构 
作用下 

or ： M0 z N^N 9 

我们有 ^<^®l) =1^0, BP m01^：O . 因此，在考虑时， 

我们必须说明它在哪儿* 

定理 3. 12我们有下列的自然同构： 

1) M0iV»iV0M ： 

2) (M®iST)g)L^M®(N®L) : (n®0 # 

所以我们可以用 表示 （M®iV)®L 或 . 

证明 读者自证之 • I 

根据上面的定理，我们可以讨论 A®M 2 ® … ®M ft , 幷不 
至于引起混淆 • 

与定义 Ex 4( M , N > —样地，我们可以定义 Tor ?( M , N > 如 
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% 


下：任取 W 的一个射影化解序列 

0 ^— N ^~ — Gj <— •••<* — O n < ■_•••, 

对 M 取张量积，得出下面的复 合形： 

0 < —对® R C ? 0 < —- ^一—…， 

其中，映射 1®4 是如下自然定 义的： 

易于得出 

Cl ( x )^»— 1 ) (1 »〉 = 1® 忒 》— 〆 !》 = 1 ③0 = 0. 

所以，上面的张量积序列确是一个复合形 • 我们对它取同调模 

应用上节关于 Ex 4( C ：, A 0 的讨论，不难看出， 
与 iV 的射影化解序列 C 无关 • 因此我们有下面的定 

义. 

定义 9. 15 Tor ^ M f Ny ^ M ^ M ^ C ). 

讨论证法如下*我们巳知 

Tot ^( M , N ) - Mg ) R Cyim ( l ㊈ 4山 

^L = M® Ji C 0 /im(l®4 1 ). 我们有下图 y 
0 '« L — 丨 M G ^ ’ &」- jvf ® fl C| 



M® a N 


因为 

(1(^)8)-(1(^忒1〉 = 1{^)£^| ~ 1(^)0 = 0， 

所以 

kerdg^IDmdg^i) =ker jt. 

于是自然定义出一个映射又因 s 是满射，任取 (*， n ) eMxAT , 
必有 m ( gK 0 eA /® B C 。， 使 （ l ® s >( m ( g ) c 。）= m ( g ) n ， 设 ci 与 e 0 有 

同样的性质，则有 
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n = e(c 0 > = <=> e 0 -cJ6ker e = im 

于是我们可以定义一个双线性映射 

a ： M x N—L’ 

c((m,n)) =^r(m0c o ). 

根 据定理 9. 11，必存在唯一 的映射 /• 不难看出， *； = 1, /< =1. 
立得私 {g)j|iS/Wror(M,iV). | 

我们现在仿照上一节建立 T or ?( M , iV ) 的性质 • 首 先证明 j 

引理 在下列短正合序列中： 

(*50 0 <— E n 5._ ^ - C n < 0 1 

i 

如果 £» 是射影模，则我们恒有 

0 <— M 0 R E n ^ M ^) R D n 0 

是正合的* 

证明 我们应该证明三点： 1) l ® a 是满射； 2) ker ( l ®7 r ) 
= 3) 1®^ 是单射 • 在一般情形下(即不要求 A 是射 

影模)，前二者都是正确的 • 读者自怔之 • 我们来证3)« 

因为圮是射影模，所以序列（并）的虛线部分可以用/补足, 
使幻 =1* 不难看出， D „ = i ( C tt >©/(&)• 因此 

= ㊉ M ® 肌). 

显然 

lg ) i : M ( g ) C ft « M ( g ) i ( C n ) , I 

与定理 9.7 的证法类似，我们可以证明： 

定理 9. 13 设有一个短正合序列 

0 < ■ ” 《 N ” <_ -N < — M f <■ 0 9 

则有下面的长正合序列： 

0 <— Tor?(A/,N") <—Tor 玄 (M,N> <— TorJ(Af ,iV， > 

<— TorJ (M,AP) < - < — Torf (M, ) 

Torf + x (M,ArO Tor? + t iM f N} 
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< — Torf +l (Af , AT’ 〉 

与定理 9.9 类似，我们可以取 M 的一个射影化解序列 
e 、 然后用它来定义 i^?(M,Ar). 不难看出 

Torf (M ,N) «Torf (N,M) # 

我们又有下面的定理(证明略). 

定理 9.14 Torf(M,N)=Torf(iV,M). 

参考定理 9. 8,我们可以用同调代数论的方法，即 Exti 的性 
质来定义射 影模. 相应地， Torf(Af，JV) 定义了什么呢?为此，我 

们进行下面的讨论. 

设 M 是自由模， M = 令适合下列的方程式 

a) S r w=o ， neK 

$ 

用 {〜} 表出 X /如 T : 

(2) s n € R . 

_ 

t 

代入上式，立得 

2 w «=0, 

琴 彆 

I - 

(3) ^ r i s U= 0 , i = 

* 

r 

定义 9.16 如果在模 M 中，方程式(1>均可由(2>及 (3) 求解 
(此时{々}不必是从的及 基〉， 则称对为平樓 • 

讨论自由模显然是平模 • 一般言之，平模可以理解成自由 
模的 极限. 

例13 1) <3不是自由 Z 模，但显然是平2模* 

则 M 是一个自由 C [ x , y ] 模，所以是平 C [>, y ] 模. 从几何观点来 

看，定义了复平面(相当于 C[x,y]) 的一个复叠曲面， 

而这个复叠确实是“平”的* 

3) 令从 = C[>,j/,0/(X 2- 夕) • 视 M 为0：|>,幻模.显然 
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^ Clx t y -] ly / x ^ Clx 9 y / x ^ 

现在我们耍证明 M 不是平 C [ x , 乂1 模. 考虑下面的方程式 

XJS-!/*l = 0 , x,y^：R = C[_x f y'] % 

如有下面的解： 

M ， s {1 ^ R f 

« 

f 

1 = 2 S 的， s i2^^f 

4 

I 

xs n ^ J/ s <2 = 0, i = 1,2^— # 

则立得 3 c |〜 2 , 即有 . 

16(^) C ： C [ je , y / x ]. 

此式显然是不可能成立的.于是 M 不是平 C [ w ] 模. 从几何观 
点来看 ， y = o 定义的曲面，当时，曲面渐成垂直的, 
自然不是“平”的 • I 

用同调代数的方法，我们可以重新定义平模如下. 

定理9«15 M 是平模的充要条 件是： 对任给的正合序列 

…<— ATi< — N t < —…> 

则对 M 作张量积以后的序列 

— N <—^— … 

仍然正合_ 

证明充分性.设有下列方程式 

鼸 

2 ]rjxj = 0, xjeM , rjeK 

i-i 

考虑下面的正合序列 

R ^ R -<— K <—0, 

灯（尤1,“. 〆 *) = 2 凡 = kera . 

* 

I 

对 M 作张量积，得正合序列 

R0M<r^—R n 0M <— K0M< — 0 ， 
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即 




其中 iC 8 = xm ^4 = keri 3> K t = imi 8 = kexd i9 K t = im^ t =： keri } y 

斜线上的映射都是自然导出的，显然，要证明 

_ 

_ 

••• ^ — Nj0Af <— N 2 0M <— N^M <— iV 4 @M <— "• 

是正合的，仅须证明 

0 < — K^0M< — N t ^M< — K t {g)M< — 0 

■ 

都是正合的 • 对张量积而言，及两处正合性都是 

易证的 . 我们仅证明较难的尺处的正合性.即已知 

N < ■，■—■ K < ■■_■_■_ 0 

是正合的， m 是平模，求证 

AT®M JT<g)M <— 0 

是正合的•以下我们分成几步来证明： 1) 设 Z? = iV, 

琿想 > 2) 设 N 是自由模； 3) — 般情形， 

1) 设(吻 巧 )= 。、， rj^K, Xj eM, 

2 r i® x i ^ 0 ^ R ® M > 

i 

1 0 ， rjXj = o. 

i I 

按照平槙的定义，有勺=5]叫々， 0 - 代入，得 

* i 

S(n®E^) = E((S w*)® a ) = o e • 

2) 设 N = ㊉ i 仏及 o = S r ^ x ^ oeN ( g ) M 9 

i i 

即 

2 鳩 (2 圯 )*0. 

因为 N®M = 所以上式即 

/i0(2^^ x i )-°> 1 = 1,2 ，"， 

•m 

亦即 ^ku/i® x i= o f 

« 

I 


/ C 是只的 
即 
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以下证法与 1) 全同 • 

3) 取自由模尸，使^0正合 • 令 i=cri(JO, 

^ = o~ 1 (0), 则有下面左边 的图： 

P = P P ( g)M P 0 M 

<k 

y y y y 

F < —— L < —— 0 —— L0M< — 0 

a a 

N < 丄 - K < — 0 N0M < — 0 

H 

y y y y 

0 0 0 0 

取张量积，则得上面右边的图，显然有 F®M3L(g)M：D/>(g)M, 

以及 

N®M«F®M/P®Afz>L®M/P(g)M = | 

请把下面的定理与定理 9.8 相比 • 

甲 

定理 9. 16对任意模 M 而言,下面的三个性质是等同的： 

1) 从是平模 * 

2) 对所有的 n>l 及所有的模 iV, Tor?(M,iV)=0i 

L 

3) 对所有的模 N, Torf(M,N) =0. 

证明 1)=^2). 任取 N 的一个射影化解序列 

«• 

对 m 作张 量积， 根据上定理， 

0 <— JV@M< — C o 0M< —— Cj(g)M< —… 

也是正合的 • 所以 Torf<Af,AT) = 0 (V«>1). 

2) =>3).显然 • 

3) =^1). 参考定理 9. 15的证明，我们仅须取一个短正合 

序列 


则有 

J 66 


0 <— N f <— N <— N f/ <— 0 



0 < ———— Tor?(Af,N) = 0 

是正合的.所以 M 是平模.丨 

习理 

1. 设 LM , AT 是及模，证明有如下模同构》 

Horn (M0U, L) ^ Horn ( M , Horn (JV,L)) t 

2. 设有 A 模正合序列 

«• 

—> 0, 

况是任意及模 • 证明下面序列正合 * 

M0N M ff 0N —> 0 • 

3. 设只 P 是素数，则 

M = 2T, N = Z/pZ 

都是 R 模，定义模映射正合序列： 

其中 /00= px ( 对一切证明模映射序列 

0 — ► M®JV M 祕 

不正合 • 

4. 设只=艺， m,rt 是正整数， 4 = (m,n). 又设 M = Z/tnZ, 
,N = Z/nZ 9 L 二 Z/dZ 均为尺模 , 证明： Af®N«L. 、 

5. 证明射影模都为平模* 

6. 设 MKie /) 是只模•证明©对 4 是平模的充衷条 

<€/ 

件是：每个都是平槙. 

7. 设 N 是及模，证明 W 是平模的充要条 件是， 从任意只模 

映射是单射可推出 

/® 1: M / 0 N -* M 0 N 

也是单射. 

8. 设 M , AT 是两个循环群，视其为 Z 模，求 T or f(M,AO, 

h 
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9. 设从，汉是两个 Z 模，证明 Tor ?< M , AO 作为加法群是 
一个烧群 （ torsi <>n group ). 


§6同调维数 


我们把任意模对与射影模(或內 射模) 相比 ，自 然有下面定义. 
定义 9. 17 1) 如果 

0— ^ C n ——> ••• — > C 0 — > M —> 0 

是从的最短的射影化解序列，则定义 M 的射影维数为记为 
proj.dim Af = n . 如果不存在一个有限长的射影化解序列，则称 
从的 射影维数为 oo . 

2 ) 如果 

0—— >C° — >C l —> ~ >C n —> 0 

是从的最短的內射上化解序列，则定义对的內射维数为 n , 记为 
inj.dim M = n . 如果不存在一个有限长的內射上化解序列，则称 
对的內射维数为 《>• 

讨论 1) 显然， 

proj . dimM = 0 <=> 对是射影模 J 
inj.dim Af = 0 从是內射模 • 

2) ^M = Z / mZ . 显然 M 不是射影2：模_我们有 

0 〜 ij ^Z —^ ZJitiZ 一 一 > o , 

-r 

所以 proj.dimM = l . I 


我们有下面的定理： 

定理 9.17 设 M 是模，《是非负整数•则下面的条件 等价: 

1) proj • dim JVf^n> 

2) 对任意模 N, Ext ff + 1 (M,iV)=0, 

■ • 

3) 任给一个芷合序列 

0———广 ■ 1 > C Q ' ―— ► 0 * 

如果所 有的& 0_<^0都是射影模，则也是射影槟. 
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证明 i )=» 2). 取从 的长度不超过》的射影化解序列 
0— >C n — >C ft-l ' — ►… — >Cq —> M —>0 ， 

计算 Ext " + 1 ( M , AO 即可 • 

2)*^3). 把正合序列 

0 " • > C n —> > … 1 > C。 > M ^ 0 

分解成短正合序列 t 
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此处 A = ker 4 = im d Uu 应用定理 9.7 于短正合序列 

0 —— >Ci —> —> 0 , 

以及 

Ext ’( C “ N)=o ( V ；>1), 

立得 

Ext » (7 T B _ l , N )« Ext 2 (尺 w , AT > 坊… 篇 Ext ■ +1 (Af ,AO = 0 • 

所以，根据定理 9.8, 是射影模， 

3)-=»1).先构造一个自由化解序列 

户 忒霉 • 1 /^r 礞 

^ii_i - - - >C 0 - - »M _ ■ > 0 a 

令 Cn = k er dft - i ， 则自然有 

0—— > C ? ft-1 — —> ••• —» Cfl - 1 -- > M —^0 

正合 • 根据 3) , 是射影模.立得 

proj.dim M ^ n . | 

例14 1) 如果环及是域，则任意及模都是向量空间，也即 
自由 A 模，此时我们恒有 

proj , dim M s 0. 

2) 如果犮是主理想整环，任取及模从及一个自由及模 F , 
使 

F 0 

正合 • 则 A ^ kercr 也是一个自 由模. 于是，立得 

0 ■ ■ > K _■_■■ > F ■■ > Af _■ ■_ ■ > 0 

是 M 的一个自由化解序列，即 

proj.dim i # | 

以上的例子表明了 proj . dimAf 显示坏 i ? 的某种 性质. 请见 
下面的定理： 

定理 9 J 8 设只是一环， n 是非负整数 • 则下面的条件是等 
同的： 

1) 对所有的及模从， proj.dim M<nj 
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2 ) 对所有的及模 W ， inj.dim iV<nj 

3 ) 对所有的 R 模从及 W ， Ext ； + l ( A /, iV )=： 0 , 

证明 i )«=^ 3 ). 见上面的定理 9.17, 

2) =»3).应用 N 的长度不超过 ri 的內射上化解序列计算 

Ext ； +1 ( M , JV ), 立得， 

3) =^2). 取正合序列 

0— >■ N ■■ > —> C*— > …———^ 0, 

此处 C **, (>,••• 是內射模.与上面定理 9. 17 的证 明一样，我 

们可以得出 

Ext 1 (M,D)«Ext" +1 (M,N) = 0. 

所以 D 是內射模，也即上面的正合序列是 W 的內射上化解序列 • 
于是 inj .dim | 

从上面的定理，我们立即 导出： 对给定的环 

$ up(proj .dim M ) = sup (in j .dim M ) # 

M M 

定义 9.18 上面的那个値(可能是 〜) 称为 R 的整 体维数 ，记 

为 gl dim 

讨论例14的意义是： 1) 如果是域，则有 

gl dim i ? = 

2) 如果 A 是主理想整环，则有 

gl dim i ?< l . 

例15我们现举一例，说明 gldimi ? 可以是 oo . 令 / C 是一 
域 ， R = iCCt »,^]. 用如下的定义，可以使兀成为 及模： 

/( tV a )fc = /( o , o ) t ， KeK . 

我们要给出只模 K 的一个射影化解序列如下： 

0 <■ — K <—*— R < ■ 1 及 ㊉< -* -R ㊀ ^ 一 R ㊉ 尺 

< " g ' R ㊉ 及 < _ _ 
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此处我们把只 ㊉ 及 的元素写成直列 




而 


A = [ t 3 


t 2 l f 


d i = d 2 f 

映射 e ，忒1，忒2，忒 》的定义即为 


t 8 t 2 
t * t 3 , 

4 = 4, 


d . 








e(/O 2 ,t 3 ))=/(0,0) 


<[ a b ])^ tz - t2 ]([:])=^ 8 ^ 2 . 


t 3 t 2 
t * 0 


" /r fl 

,\ L b j / 


at 8 + bt 2 * 
at 4 +bt a - 


d 




t 3 
— t 4 


»[ 


—+ . 


读者自行检验；上面的序列确是尺的一个射影化解 序列. 我们现 
在用这个序列来计算 E X t "( K , iC ). 先得到复合形 


0—— >Hom(R^K ) — Horn (J^QR^K ) — 
任取 / eHom (/?, 尺）及 £/ eHom (尺 ㊉ 只,兀）•令 

_ 

/(i)=t ” 0匕，4】]) = 女“ 

不难看出，任取 rei ? = JC [ t 2 , t 3]， 有 

P 

/(»* • 1) = r /( l > =化= r (0,0) h , 




) = r(0 ， 0〉&3 • 


立得 
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(#(’))([:])=/ (c ]))=’ ⑽- “*> 

2 ( at * - = O.fci = 0， 

IP d *^ 0 . 

同法可知 =0, 

于是 

r* 

Ext 5 + 1 (A ： ,iC) = Rom{R@R ， / O 年 0, 

因此 

proj.dim K = oo f gl dim R = oo a | 

下面的定理是 “Hilbert 合冲定理”的一种形式.证法较繁, 
因此略去了， 

定理 9.19 令咒 为域，^ = 其中巧 为变数 • 

则有 

gl dim R = n m 

+ 

有一个著名的 “Senre 猜想” • 

Sew 猜想令 K 为域， R = /qjq ，… ，、: [, 巧为 变数. 则任 

何一个射影 R 模 M 都是自由模， 

在1977年， Susliii 及 QiiilUn 分别独立地证明了 Serre 猜想 • 

与定理 9. 19结合，我们 得出： 

定理9,20令及如定理 9. 19,则任意尺模 M 都有一个长度不 
超过 n 的自由化解序列 . I 


习 题 

1. 设环 R 的每个理想都是射影 A 模，证明对任意一个 R 模 

M, proj.dim 

2. 设 / 是环尺的 理想. 证明：或者 R/J 是射影只模，或 

者 

pro;\dim(/?//) = proj\dim(7) +1 # 
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(达里认为 +60= +00 +U ) 

3. 设 0— ，一> 0是 A 棋正奋序列，而 
M 是射影 R 模. 证明：或者三个模都是射影 R 模，或者 

proj # dim(M r/ ) = proj*dim(M’ 〉 +1 # 

4. 设 0— > 0是及模正合序列•如 

■ 

果其中两个模射影维数有限，那么第三个模射影维数也有限•特 

b 

别地，如果 

proj.dlm(M / ) = n f proj 

那么 proj. dim (Af) = n # 

5. 设 0 — > M ’ — M " — 0 是及模正合序列，证 
明 

proj .dim Af y ^max{proj .dim M f 9 proj .dim Af} -f 1. 

G . 设 0—> Af "—> 0 是只模正合序列，证 
明 

proj.dim M^max{pToj,dim M f ， proj.dim M v } 0 

7. 证明 gldimR < l 的充要条件是 i ? 的每个理想都是射影 R 

漠. 

8. 试求 jproj.dim(Q) 和 inj.dimC2T). (Q,2 都看作之模* > 

9. 设 MKieO 是只模 ， m = XJm “ 证明 

4^1 

inj.dim M = sup{inj,dim M|}, 

t0 % 证明 gl dim(Z) 



附录代數曲线论简介 


(一）在撖积分学中，我们用部分分式的方法，可以求下列 

积分 * 

■ 

( 1 ) 

此处/00是一个一元有理函数 • 进一步考虑 

_ 

(2) /(sin0,co80)i0, 

此处 /(ain0,cos0) 是 sin0 与 <sos0 的有理面数 • 令 = cos0=： 

x, 那么适合圆的方程式 

^+^ = 1 . 

如图1,连接（-1，0>与(00 8 0,81110>成一直线1，我们用直线I 
得出圆的参数方程如下I 



困 1 
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:广办+ 1)， 


kg - 


将共与圆的方程式联立求解幷弃去 -1, ^ = 0, # 


l_nii 

TTt* 


+ t * 


又有 


» in 9 dd =； dx 9 


代入 (2) 式，立得 


/(ain0,cos0)i0 = I h ^ t^dtf 


此处 WO 是 * 的一元有理函数. 

总结上面的讨论，一般言之，我们可以讨论下列的积分 


(3) 



此处是一个有理函数，而且适合下面的代数方程 

(4) ^(^,^)=0. 

我们可以立刻把对 《) 式的讨论推广到下面的 情形： 设 (4) 式 
有一有理參数表示式： 

x=«(t>, ” m, «(o^(oeC(o. 

那么 《) 式可以变換成 

(5) \ hit ) dt , A(0eC<0, 

因此上式归结成(1>式，可用部分分式求积分 • 

由此可见，（3>式的积分问题，可以归结成(4〉式所定义的 
“代数曲线”的性质问题.我们给出如下的定义 • 

定义1由(4>式定义的代数曲线心，如果有形如（5>式的有 
理桊数表示式，则称&的亏格为 0. 
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(二)在数学中，有三个槪念是一致的，即： 

1) { 无奇异点的复数射影代数曲线}| 

2) { 紧致黎曼曲面 

3) {C 上超越次数为1的域 L }. 

以下我们将自由地交错使用这三个槪念，尤其是前两个槪念 • 
在拓扑学中，我们知道，任取一个紧致曲面&，用三角剖分 
( triimglization ) 分解 令心为 点数，心为线段数，心为面数, 

那么，哉们恒有下面的公式： 


尤拉特征公式 

尤拉特征 = Z - ^1 + = 2 - 2^7, 


其中0是紧致曲面 G 的“洞数”，即亏格 • 
图2给出了亏格是0,1,2的图形. 



(三> 以下我们要用尤拉特征公式及贝朱定理(第 三章〉 计算 
—个无奇异点的平面射影代数曲线 G 的亏格 • 

设齐次式 /( W ) = 0 定义了平面射影代数曲线适当选 
取无穷远直线$ = 0,使与在 z = 0 无交点 • 应 
用贝朱定理，立得 

#({/<«,y,i) = o)n {/*(*，y ,i) = 0}) = - 1 )， 

此处 n = deg f ( jx t y f z )^ C x 的次数 • 
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从代数几何的观点来看(见图 3 >, / = 0与/【=0的交点正是 

4 



那些切线为垂直线的那些 
点.从黎曼曲面的观点来 
说，当从黎曼曲面向夂轴 
(相当于 C * 加上无穷远 
点，即成了球面)投影时, 
这些点邻近的两点(或更 
多点)重合成一点了•因 
此相当于投影映射的分歧 
点(见图 4)* 适当地选取 
投影方向，不妨假定，所有 
的垂直切线都是以二重点 
切于 A ，換句话说，所有 

的分歧点都等于二 重点* 

一 _ 

在作了上面的安排之后，我们可以如下计算 G 的亏格：在球 
面 （ x 轴加上无穷远点)上选取一个三角剖分，使垂直切线 在怎轴 
上的落点，都是三角剖分的点 • 令球面三角剖分的点数=心，线 
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段数 = h , 面数=心，然后把这个三角剖分上升成黎曼曲面心的 
一个三角剖分 • 又令它的点数=4,线段数=牟，面数=牟.显 

然， 我们有下列的关系式 I 

\ 

衣0 — 衣1 +占2 = 2, 

1 

4。= n5 0 - n(n-l), - n8 u A % ^ nd u 

于是算出 g 的亏格 0 如下 

= 2-25, 

(u5 0 — fi(n - 1〉）- (n5j) 4 - (tt5 2 ) = 2 ~ 2fff 

- w(n — 1) 2 = ― 29f 

即 ^ = J -( n - l )( n -2) # 

不难看出，无奇异点的三次平面射影代数曲线的亏格是 

(四） 与上面讨论类似地，我们可以得出 Hurwitz 公式如 

Tt 

2 g Ci - 2 =n( 2 fif C2 -2) + 2 (々 _ 1) , 

f 

此处自黎曼曲面仏到黎曼曲面 C 2 有一个 tz 次代数复叠映射，^；, 
是4的亏格， Pe ， 是^的亏格，是各点的分妓指数， 

(五） 我们回到积分 （3) 的讨论： 

如果把积分号 “ f ” 取消，则成了/(^0心：，称为域 L = C ( x,sO 
的微分形式* 

对于一个函数 / e ^ = c ( x , y ), 我们可以考虑它的零因子(/> 0 

( zero - divisor 〉 及极因子 ( O ^ Cpole - diviaor ), 

(/)o = S n * P *> (/>-= 2 m 川，， 

i i 
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此处是/的零点的形式和，而…是零点 A 的重数 J 

i 

是/的极点的形式和，而饥/是极点幻的重数，与复变 

* 

# 

函数论类似，不难证明，一个有理函数的零点数等于极点数 • 換 
言之，我们有下列公式： 

deg(/)sdeg(/) 0 - deg(/) 00 «^n ( - = ()• 

i i 

4 

对于一个微分形式 / 办及任意点 PO 我们可以考虑/心?/办在 
P« 点的零阶 A 或极阶 m:， 此处 f 是在 Pi 点附近的 参数. 如此， 
我们可以定义的因子为 

i i 

4 

以及/心的次数 deg(/Jx) = S m J * 任取另一微分形式 

■ * 

曲 ，则立得 

fdx 

gdy 

j 

是一函数.因此，我们有 

0 = de ^(^-) = de S(f^ x ) - deg(^y). 

于是我们有下面的定义及定理， 

定义2任意微分形式/办的因子凡称为域 L 的典型因子. 
定理1域 i 的任意两个典型因子 [wK* 有相同的次数. 

这种典型因子的次数是多少呢？见下定理* 

定理2令超越次数为1的域 t 的亏格为即与 I* 相应的紧 
致黎曼曲面的 亏格是 没），/&是 L 的微分形式，那么 

de^(fdx) ~2g-2 % 

证明 1) 设没= 0, L = C 0 ). 我们仅须对办证明 deg (办）= 


2 S 0 



- 2, 显然，在^点处， fl 是它附近的参数，以及 


dt 


(t — fl 〉 


1. 


所以办在有限点 a 处的零阶或极阶恒为 o, 在无穷远点附近， 


是参数，以及 


dt dx 


dt dt 


因此办在无穷远点有极阶 2, 所以 

W 

deg(JO = -2 = 2^-2. 

2) 以下对 P〉0 证明 • 令[=^0^)〕000=厂取打为 F 
及1的微分 形式， 我们有，在对 F 计算时， 

deg ( 心 :〉= — 2 = 29 f — 2* 

L 是 F 的 n 次代数重叠 • 对非分歧点考虑/力^对 F 的一个零点将 
上升到 L 为 n 个零点 t 同样的，厶对 F 的一个极点将上升到1为 
n 个极点 • 我们再对分歧点考虑 • 设 L 的点 ❼为分 歧指数 〜的对 


F 的 R 的复叠 • 设心点 附近的参数为 


则有 


即有 


dx 


eiti 


de m 


于是心:在 q 点的零阶为 e f -U 综上所述，不难看出（参考 Hurwitz 
公式)，在对 t 计算时， 

deg(iix) = n(2^7f — 2) + (^j - 1) — 29 l ~~ 2* 


(六）令 D 是域 L 的一个因子 • 換句话说, 

D = 2 n iPi ~* 


以上的和是有限形式和， h 及 W 是 L 的点(即 L 的赋値)， «i,mi 
均为非负整数，令 
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de g D =2 

HD)=dim Q {feL ： (/> + 公 > 0 }, 

上面的不等式 (/> +D>0 即因子 (/) +D 中无负项的意思*我们有 

下列的著名定理. 

Riem&nn-Rocli 定理 恒有 

/(D) = deg Z) — ^ +1 + l(^K — D), 

此处尺是一个典型 因子. 

我们不给出 Riemann-Rocli 定理的证明，而是给出它的一些 
应用如下. 

■ 

定理3 /«^))=^. 

证明在 Riemann-Roch 定理中，取 D=K = (4 ac 〉. 此时 

/C — Z) = 0> 

^(0) = { 无极点的函数 } 的维数= dim c C = 1 . 

以定理2的结果代入 Riemann-Roch 定理，立得 

I 

K (^» = ( 2 ^- 2 )- 5+1 +1 = 5 . | 

无极点的微分形式/办称为 L 的正则*分形式. 

定理 4 i 的所有正则微分形式构成的 C 向量空间的维数= 

S m 

证明/办是正则的 ^ Cfdx ) = (/) + (^)>0；于是自上 
定理立得本定理 •丨 

例考虑下面的代数曲线 

f (, x , y )= y % - x ( x - l ') ix - 2 y = 0. 

考虑(/,/*，/»〉，不难看出， C 在所有有限点都是非奇异的 • 在无 
穷远点来考虑，我们首先把 /p,y) 齐次化，得出 

F(JC,^,af) = jf 2 z - x(x - s)(x - 2z )• 

再求 0 = 0 时(相当于无穷远直线上）的解，即 x = 0, 

可令 y = l, 得出 

z - x^x - ar) (x - 2^) = 0, 
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此曲线 在* 


= 0 点显 然是非奇异的 • 因此我们知道此代数曲 


线是无奇异点的三次曲线 • &用第含部分的算式，立得 


= -1(3-1)(3-2) = 1, 

根据定理4,我们知 道有一 个正则微分形式.实际上，此微分形 
式可以如下 算出： 

0 = df = 2ydy- 0(x - 1)(«~ 2)]^*, 

即 

2dy _ = dx 

[x(x-i>(x-2)] / ~y # 

读者自证心即是所求的正则微分形式 • ■ 

■ 

我们给出下面的定义* 

定义3设域 I *] CT , tr deg ( L / C > = l . 那么， I •的正则微分 
形式构成的 C 向量:空间的维数称为 i 的几 何亏格 • 

于是，上面的定理4即是说，一个无奇异点的代数曲线（或 
者说，一个紧致黎曼 曲面〉 的几何亏格等于亏格 • 
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